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Momento angular y atomo hidrogenoide

Ejercicio 1: Valores esperados de para j =1

Considera un sistema con momento angular j = 1, cuyo espacio de estados esta generado
por la base {|1,+1),]1,0), |1, —1)} de eigenvectores comunes a J? y J, de la forma |j, m).
Si el sistema se encuentra en el estado normalizado

con «, §y y nimeros complejos:

a Calcula el valor esperado <f> = ((Jz), (Jy), (J-)) en términos de a, B y 7.

b Encuentra una expresién para los valores esperados <Jy2> y <J3> en términos de «, 8
y -

Ejercicio 2: Cambio de eje de cuantizacién
Considera un sistema fisico arbitrario cuyo espacio de estados de 4 dimensiones se genera
por los cuatro eigenvectores comunes de J2 y J, para |j,m,) para j € {0,1}.

a Escribe los cuatro eigenvectores comunes de J? y J,, |j,m.) para j € {0,1}. Aqui no
tienes que hacer ningin calculo, sélo hace falta que los enlistes.

b Escribe los eigenvectores comunes a J? y J, denotados por |j, m,) en términos de los
|7,m;). Para hacer esto escribe a J; como matriz (usando J4 y J_) en la base que
escribiste en el inciso anterior. Al diagonalizar esta matriz encontraras los eigenvecotres
de J, en términos de los eigenvectores de J,. ;Cuéles son los eigenvaores de J,?
(Puedes auxiliarte de una computadora para diagonalizar)

Ejercicio 3: Estado de un espin

En clase hablamos acerca del operador asociado al observable de espin S = (Sz, Sy, Sz)
donde, en la base de eigenvectores de S? y S, denotados por

{‘S = 1/27ms = 1/2> = ’T> ) ‘8 = 1/27m5 = _1/2> = |\L>}7

las representaciones matriciales de las componentes son

h(o 1 h(0 —i h(l 0
Sf_2<1 0)’ Sy_2<i 0)’ SZ_2<0 —1>'



A partir de estos operadores podemos obtener el observable de espin en una direccién
arbitraria # determinada por los dngulos 6 y ¢ por medio de

S.ii=8,=5,sin6cosp+ Sy sinfsinp + S, cos
Muestra que
0 _, 0
[+), = cos 5™ ®/2 1) +sin S|
. —ip/2 0 ip/2
=)y = —sin e/ [1) + cos s et#/2 1)
son los eigenvectores de .S,,.

Ejercicio 4: Desviacién RMS en momento angular

Considerando un eigenestado de momento angular arbitrario |¢, m). Encuentra:
(Lg), (L), (L2), (L%), AL,, AL..
Observa la estructura de las ecuaciones antes de hacer cadlculos innecesarios.

Ejercicio 5: Operadores escalera de momento angular

En clase encontramos que los arménicos esféricos Y, (6, ¢) con m = ¢ tienen la forma
Y/ (0, ¢) = N sin® 9%,
donde N es una constante de normalizacién.

a. Calcula N para el caso £ = 1.

b. Usa L_ para obtener Y2(0, ) y Y; (0, ¢) a partir de Y7 (6, ).

Ejercicio 6: Atomo hidrogenoide

a. Enlista todos los estados |n,l,m) con n = 4.

b. Grafica todas funciones radiales distintas para el 4&tomo hidrogenoide con n = 4.

Ejercicio 7: Valores esperados para atomo hidrogenoide

Para un dtomo hidrogenoide en el estado |n = 1,1 = 0, m = 0) calcula:

a. El valor esperado (r). Ademds de encontrar una expresion simbdlica, calcula su valor
en metros.

b. El radio con maxima densidad de probabilidad de encontrar al electrén (Ojo: recuerda
que las funciones de onda calculadas estdn en coordenadas esféricas y para integrarlas
se requiere el elemento de volumen adecuado)



Teoria de perturbaciones

Ejercicio 8: Oscilador anarmoénico

Considera el hamiltoniano de oscilador arménico

1 1
Hy = —P?% + Zmw?X?
2m 2

con eigenvalores E,, = fuw(n + 1/2) y eigenvectores |¢y,). Este oscilador estd sometido a
una perturbacion de la forma

f 3/2

W= wox?(T2)
h

a) Escribe W en términos de a y a y N = afa.

b) Encuentra cuéles elementos de matriz (¢;|W|¢;) de W son distintos de cero.

c¢) Para el nivel n, calcula la correccién de la energia hasta segundo orden en A debido
a esta perturbacién.

d) Calcula la correccién a primer orden en A para el eigenvector |¢y,).

Ejercicio 9: Sistema de dos niveles

Considerar el hamiltoniano Hy y la perturbaciéon W dados por

0 0 0 Q
(D 0) wen(2 ).

Responda las siguientes preguntas (puedes auxiliarte con la computadora):
a) ;Cudles son los eigenvalores y egienvecotres de Hy?

b) jCuadles son los eigenvalores de Hy + W de acuerdo a la teoria de perturbaciones de
primer y segundo orden?

c¢) ¢Cudles son los eigenvalores exactos de Hy + W?

d) Graficar por computadora los eigenvalores obtenidos en los incisos anteriores en
funcién de A para distintos valores reales de ) de tal forma que sea facil comprar la
solucién exacta y la de teorfa de perturbaciones (i.e. ponlas en la misma grafica). ;En
qué regién la solucién por teoria de perturbaciones se aproxima bien a la solucién
exacta?



Suma de momentos angulares

Para esta tarea usaremos la notacién de suma de momentos angulares que usamos en
clase. En la que

J=J+ Jy
cuyos numeros cuanticos asociados son j,m, ji1,m1 y jo, Mo respectivamente.

Ejercicio 10: Suma de momentos angulares

En este ejercicio mostraras que al sumar dos momentos angulares el nimero cudntico de
magnitud de momento angular total j cumple que:

l71 — J2| < J < 51+ Jo.

a. Usando que J, = J1,+ J2, v la relacén entre la magnitud de un momento angular y su
proyeccién (—j < m < j) muestra que el valor maximo que puede tener la magnitud
de momento angular total es

Jmax = Mmax = Mimax T M2max = J1 T J2-

b. Muestra que para que el nimero de elementos en las bases {|j1 j2 jm)} y {|j1 m1 jama)}
sea el mismo se debe cumplir que |j; — j2| < j.
Nota: puedes usar que j < j1 + ja.

Ejercicio 11: Conumtador de momento angular

En este ejercicio veras por qué se usa J, para definir la la base de momento angular total
y no, por ejemplo, Ji, o Jo..

a. Calcula [J 2, le] y adivina cudl es el valor de [J 2, ng] ,Conmutan estos operadores?

b. Usa los resultados del inciso anterior para mostrar que [J 2, JZ} =0.

Ejercicio 12: Suma de momentos angulares con j; = 1y

J2=1

Considera dos momentos angulares i y Js cuya magnitud es j; = jo = 1.

a. Enlista todos los elementos de la base de eigenvectores comunes de JZ, Ji,, J3, Jo,.

b. Enlista todos los elementos de la base de eigenvectores comunes de J12 , J22 L J2 .

c. Escribe |j1 =1,jo=1,7=2,m=2)y |j1 =1,j2 = 1,7 = 2,m = —2) en términos de
la base [j1 m1 j2 ma). Explica tu respuesta.

d. Encuentra [j; = 1,72 =1,j = 2,m = 0) en términos de la base |j; m1 j2 ma) usando
el operador de descenso J_ y el resultado del inciso anterior.

e. Escribe [j; = 1,j2 = 1,7 = 2,m = 0) en términos de la base |j; m1 j2 mg2) usando tu
tabla/programa preferido para obtener los coeficientes de Clebsch-Gordan. Indica qué
utilizaste.



