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Ejercicio 1: Pozo infinito

El objetivo de este ejercicio es revisar las soluciones y argumentos asociados al problema
del pozo cuadrado infinito. Considera una particula de masa m que se mueve en una

dimensién cuyo Hamiltoniano es H = 5;1 + V(X) con

Vi) = { 0 |z|<a/2

oo x| >a/2

En la representacién de posicién ¢ (z) = (z|¢) y la ecuacién de eigenvalores del hamil-
toniano H [¢)) = E'[¢)) toma la forma

(oo V@) o) = B

~ 2m da?

Fuera del pozo se debe cumplir que ¢(z) = 0 (Como en este caso V(x) no es finito, si es

posible que dﬁ;x) sea discontinua). Esto define las condiciones de frontera.

a. Encuentra las eigenfunciones y eigenvalores que son solucién esta ecuacion. Escribe
tus soluciones de forma normalizada.

b. Haz un dibujo de algunas de las soluciones obtenidas.

c. Muestra que las soluciones obtenidas son ortonormales calculando el producto interno
entre dos eigenfunciones distintas arbitrarias.

d. Calcula la desviacion RMS de la posicion AX cuando el sistema se encuentra en un
eigenestado del Hamiltoniano. ; Cé6mo interpretas el resultado obtenido?



Ejercicio 2: Tunelaje cuantico

En clase discutimos que para una particula de masa m que incide con una energia F en
una barrera de potencial de ancho [ y altura Vj como en el dibujo,

V(x)

Vo

el coeficiente de transmision para E < Vj es

T = 4E(Vo — B) p=+/2m(Vo — E)/h.

"~ 4E(Vp — E) + VZsinh? (pl)

a. Plantea soluciones generales a la ecuacion de Schrodinger en cada region y las condi-
ciones de frontera que tendrian que cumplir cada una para obtener las eigenfunciones
de este problema. No es necesario que las resuelvas.

b. Muestra que cuando pl > 1 la transmision disminuye exponencialmente con el grosor
de la barrera y encuentra una expresién aproximada para 7.

c. Considera un electrén con energia E = 1eV, que se topa una barrera de Vy = 2eV
y ancho | = 1A. Calcula el orden de magnitud de 1 /p que es el rango de la onda
evanescente. ;Cudl es la probabilidad de transmisiéon T' para este caso?

d. Si ahora consideras un protén con los mismos valores E = 1eV, Vy =2eVyl=1A
calcula 1/p y T. Compara el resultado con el del inciso anterior y explica por qué no
observamos tunelaje en la vida cotidiana.

Ejercicio 3: Potencial Lineal

Considera una particula de masa m confinada a moverse en la regién z > 0 y sujeta a un
potencial lineal dado por V(x) = ar con « una constante real positiva. Encuentra las
eigenfunciones del hamiltoniano para este problema y, dado que no se pueden obtener los
eigenvalores analiticamente, encuentra la ecuacién que seria necesario resolver numéri-
camente para obtenerlos. No es necesario que presentes las eigenfunciones de manera
normalizada.

Para resolver esto puedes usar que la ecuacién de Airy dada por % —xy = 0 tiene
como solucién general una combinacién lineal de las funciones Ai(z) y Bi(x) conocidas
como funciones de Airy del primer y segundo tipo. Ademds puedes dar por hecho que
Bi(z) — oo cuando  — oo mientras que Ai(z) es una funcién acotada.

Grafica algunas soluciones y observa cémo la funcién de onda transiciona de un com-
portamiento ondulatorio en V(z) < E a uno de decaiomiento cuando V(z) > E.



Ejercicio 4: Potencial Delta de Dirac

En ocasiones puede ser 1til modelar la interaccion entre particulas utilizando un potencial
V(z) = A(z),

donde §(z) es la delta de Dirac. Este tipo de potencial puede verse como el caso limite
del pozo o barrera de potencial cuando el ancho tiende a cero pero la profundidad tiende
a infinito y podria usarse, por ejemplo, para modelar una interaccién de contacto.

Muestra que para A < 0 existe un eigenestado ligado (con E < 0). Encuentra y dibuja
su funcién de onda resolviendo la ecuaciéon de Schrodinger para una particula de masa
m. Grafica la solucién obtenida.

Para resolver este ejercicio, considera que si z < 0 o x > 0, se tiene que V(z) = 0
y en ese caso ya conoces la solucién general a la ecuacion de Schrodinger. La dificultad
para encontrar ¢(z) radica en saber cémo unir las dos soluciones obtenidas. Normalmen-
te bastaria utilizar la condicion de continuidad de la funcién de onda y de su derivada
ademds de la condicién de normalizacién [ |w|2 = 1 para determinar por completo la
funcién de onda. Sin embargo, cuando obtuvimos la condicién de continuidad de la deri-
vada en clase utilizamos la hipdtesis de que el potencial era acotado lo cual no se cumple
en este caso. Para encontrar la condicién que cumple ¢'(z) en z = 0, integra la ecuacién

o + V(@) |[(2) = Ph(a)

alrededor de un intervalo [—¢,&]| y analiza el caso ¢ — 0.



Ejercicio 5: Esquema de interaccion

En clase discutimos los esquemas de Heisenberg y Schrodinger para describir la dinami-
ca de un sistema. En el de Schrodinger los operadores son estdticos mientras los kets
evolucionan en el tiempo y en el esquema de Heisenberg se toma el enfoque opuesto.
En este ejercicio desarrollaras el esquema de interaccion que es un caso intermedio entre
ambos.

Considera un sistema fisico arbitrario, donde su Hamiltoniano es Hy(t) y su operador
de evolucién asociado es Uy(t, tg) con Up(t,t) = 1.

a. Muestra que la ecuacién de Schrédinger implica que el operador de evolucién cumple

L 0
Zhan(t,to) = Ho(t)Uo(t,to).

(hicimos esto en clase).

(Para incisos b y c)
Suponiendo que el sistema es perturbado por una “interaccién” W(t) de tal modo que
su Hamiltoniano total se convierte en

H(t) = Ho(t) + W (t)

Denotando al vector de estado en el esquema de interaccién con |¢ 7(t)), que en términos
del vector de estado en el esquema de Schrodinger es |Y;(t)) = (t, to) |¥s(t)).

b. Muestra que la ecuacién de evolucién para [y (t)) es

m% [r(t)) = Wi(t) |[vr(t)),

donde Wi (t) = U (t, to)W (£)Us(t, to).

c. Explica cualitativamente por qué cuando la perturbacién W (t) es mucho menor que
Hy(t) la dindmica del vector |¢7(t)) es mucho més lenta que la de |¢g(t)).

En estos dos incisos se muestra la utilidad del esquema de interaccién: Conociendo la
dindmica correspondiente a Hy(t), en el esquema de interaccién la ecuacién de Schrodin-
ger restante sélo involucra a W (t).



Ejercicio 6: Evolucién temporal de un sistema de dos niveles

Considera un sistema de dos estados que describimos en la base ortonormal {|b), |e)}.
En esta base, podemos escribir al Hamiltoniano como

H— ?dbxe\ + leXol),

con  un nidmero real. Este es el Hamiltoniano de un 4tomo interactuando con luz
resonante a la transicién atémica o bien un espin interactuando con un campo magnético
oscilante lo cual es relevante para describir la resonancia magnética nuclear utilizada para
imagenologia.

a. Encuentra los egienvalores y eigenvecotres de H.

b. Encuentra la evolucién temporal [¢)(t)) del sistema si inicia en el estado |b) y cuando
inicia en el estado |e). ;Cudl es la probabilidad de encontrar al sistema en el estado
|b) al tiempo ¢ para cada condicién inicial? Grafica tu respuesta.

(Hint: escribe [1(0)) como combinacion lineal de eigenvectores del Hamiltoniano.)

Ejercicio 7: Particula en un anillo

Considera una particula confinada a moverse dentro de un anillo. En este caso, la ecua-
cién de eigenvalores del Hamiltoniano en la representacién de posicién toma la forma

R 10%,,
—%p@(e) = Ey(0).

a. ;Como llegas a esta ecuacion?

b. Encuentra los eigenvalores y las eigenfunciones normalizadas para este proble-
ma. Hint: 5 Qué condicion de frontera deben cumplir las eigenfunciones?




