<SS NI TR

==

Mecanica Cuantica

Semestre 2024-2

Prof: Asaf Paris Mandoki

Ayud: Eduardo Esquivel Ramirez
Ayud: Leonardo Uhthoff Rodriguez

Tarea 2
Entrega: 11 marzo 2024

~

Ejercicio 1: El conmutador de [P, P,
Calcula el conmutador entre [P, P,). Puedes usar que (r|P|y)) = —ihiV (r|y)) = —ihVi(r)

o que (p[P[y) = p (pl)) = pw(p)y-

Ejercicio 2: El conmutador de [P

L (fQ]

v
En este ejercicio mostraras que [P,V (X)] = —ihV’(X).

a. Usando que [X,]f’} = ¢h muestra que [P,X"] = —ihn X" 1.

(Sugerencia: Usa induccién matemadtica.)

b. Usa el inciso anterior para mostrar que [P,V (X)] = —ihV'(X)
(Sugerencia: Escribe V (z) usando su expansién en serie de Taylor.)

Ejercicio 3: Operadores de posicién y momento

Calcula el conmutador [X 2, PA’Z} en términos de X y P. Es decir, déjalo en términos de

X y P sin exponente.

Ejercicio 4: Representacién de posicion y momento
En clase mostramos que (z|P|y) = —ih L (z|y) = —ihLep(z). En este inciso mostrards

una relacién andloga para la representacién {|p)}. Muestra que

a. Para ¢ (p) = (p|v) la funcién de onda en el espacio de momento, el efecto de aplicar

A

el operador X es:
A d
X|Y) =ih—
(p| X)) =i dpw(p)

b. Para ¥(p) = (p|v) v ¢(p) = (p|p) funciones de onda en el espacio de momento, los
elementos de matriz del operador X estan dados por:

(| X ) = / dp¢*<p>ih£9¢<p),



Ejercicio 5: Valor esperado y desviacién RMS

En este ejercicio revisaras y aplicards las definiciones de valor esperado y de desviacién
RMS. Considera las funciones de onda adimensionales

o /4 o 1/4
do@) = (2) ey wi@) = (2) " Vaazer,
con o una constante positiva.

a. Calcula <X> para Yo(z) y ¢1(x).
b. Calcula AX para ¥o(z) y 11(x).

c. Realiza un dibujo donde muestres 1 (z), 11 (x), |[Yo(2)|?, [11(x)* y las cantidadas
calculadas en los incisos anteriores.

Ejercicio 6: Relacién de incertidumbre generalizada

En este ejercicio demostraras la relaciéon de incertidumbre generalizada para dos opera-
dores hermitianos A y B ,
1 o 2
AA2AB? > (21 <[A,B}>> ,

donde a2 = ( (A (4))" )y am2 = ( (8- (8))")

a. Demuestra la desigualdad de Cauchy-Schwartz |(¢1|do)|* < (61]¢1) (da|do)

I. Definiendo |¢) = [¢1) + A |¢2) con A € C, encuentra la desigualdad resultante de
{Wly) = 0.

1. La desigualdad obtenida es valida para toda A. En particular para A = — (¢2|d1) / (d2|d2).
Usa esto para demostrar la desigualdad de Cauchy-Schwartz.

b. Usando esta desigualdad para |f) = (fl - <A>) V) v lg) = (3 - <§>) |1)) obtén

que

AA*AB? > [(flg)[*.

¢. Muestra que para z € C se tiene |z|* > [£(z — z*)]z.

e. Concluye que ,
awas > (5 ([a8])).

f. ;Qué forma toma la relacién de incertidumbre para A = X y B = P?

Nota: el conmutador de dos operadores Hermitianos tiene un factor de i por lo que la
cantidad dentro de el paréntesis es real y por tanto su cuadrado es positivo.



Ejercicio 7: Densidad de corriente de probabilidad

En este ejercicio profundizaras en el concepto de densidad de corriente de probabilidad
de una funcién de onda ¥ (r) definido por J(r) = ﬁ[w*vw —p V.

a. Considera los paquetes de onda unidimensionales dados por 1 (z) = N exp (—%)
y ¥o(x) = Nexp (—% + zkx) con N, L y k constantes reales positivas.

1 Calcula |11 ()|?, |12(x)|? y dibdjalas en funcién de .

11 Calcula la densidad de corriente de probabilidad para i1 (z) y ¥e(x). Agrega
flechas a tu dibujo del inciso anterior indicando hacia dénde fluye la probabilidad.

b. Escribiendo a la funcién de onda tridimensional en su descomposicién polar como
Y(r) = /p(r)e?S®/" con Sy p funciones reales. Muestra que J(r) = p%s usando la
definicién de densidad de corriente de probabilidad vista en clase.

c. Considerando los resultados de los incisos anteriores ; Como se relacionan la densidad
de corriente de probabilidad y la fase de una funcién de onda?

Ejercicio 8: Fases globales y fases relativas

Una fase es un factor e’® en una combinacién lineal. Se le llama “fase global” cuando es
posible factorizarla de la combinacién lineal y “fase relativa” si no se puede factorizar. El
objetivo de este ejercicio es resaltar que una fase global de un estado no tiene significado
fisico mientras que una fase relativa dentro de una superposicién si lo tiene.

a. Muestra que para un observable arbitrario A, su valor esperado <A> es el mismo para

los estados 1) y |¢) = €% |¢)) con ¢ un nimero real.

b. Considerando una base ortonormal {|¢,)} de eigenvectores de A con eigenvalores
discretos y no degenerados {ay}. Muestra que para un estado normalizado dado por
[) =3, €%cy |pn) la probabilidad de obtener el resultado aj, al hacer una medicién
no depende de .

c. Considera la base ortonormal {|1),|2)}, el estado |¢)) = % y los operadores

B = |1)2] + [2)(1] y C = |1)X1| — |2)(2| y contesta las siguientes preguntas:
1 Caleula (Y|Bl) y ($]C|¢)).

11 Escribe los eigenvalores y eigenvectores de C y B y usa esto para argumentar por
qué (¢|B|y) depende de 0 mientras que (1|C|¢)) no.



Ejercicio 9: Observables compatibles

En clase se discutié que si dos observables A y B satisfacen [/1, B] = 0 entonces estos dos
observables se pueden medir simultdneamente sin que la mediciéon de una afecte al resul-
tado de la otra. Es decir, A y B son observables compatibles. Sin embargo el argumento
fue presentado de manera parcial y el objetivo de este ejercicio es completarlo.

a. Partiendo de un estado arbitrario escrito como combinacion lineal de la base ortonor-
mal de eigenvectores de estos observables

= Z Cn7p1i ‘an7 bp’ 7;> Y

n?p’l

donde a,, son los eigenvalores de A y by son los eigenvalores de B y el indice ¢ se
utiliza para distinguir entre vectores distintos que corresponden al mismo valor de a,
y bp. Muestra que la probabilidad de medir A y obtener a, y luego medir B y obtener
by, denotada por PAB (@n,bp), es la misma que la probabilidad de medir B y obtener
b, y luego medir A y obtener a,, que denotamos por PBA(bp, ap).

b. En este inciso construiremos un ejemplo de dos operadores incompatibles. Considera
dos operadores C' y D. El operador C tiene como eigenvectores a |o) ¥ |B) con
eigenvalores +1 y —1 respectivamente mientras que D tiene como eigenvectores a

|+) = |°‘>\J}|5 Ly |- > ‘O‘ifw L con eigenvalores +1 y —1 respectivamente.

Si el estado inicial del sistema es [¢)) = |a). Calcula la probabilidad de medir C' y
obtener +1y luego medir D y obtener +1. Compara esto con la probabilidad de medir
D y obtener +1 y luego medir C' y obtener +1.

Este ejemplo es andlogo a lo que ocurre al medir posicién y momento sucesivamente;
al medir uno borra la informacién del estado que se tiene del otro.

Nota: La probabilidad P45 (an,b,) = P*4(an)P%, (by), donde P*(ay) es la probabili-
dad de medir A y obtener a, y P o, (bp) es la probabilidad de medir B y obtener b,
condicionado a haber medido A y obtenido a,, como resultado en una medicién anterior.



