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1. Repaso de mecanica cuantica

1.1. Principios

= Fl estado de un sistema cuantico esta asociado a un vector unitario dentro de un
espacio de Hilbert H complejo. Usando la notaciéon de bra-ket de Dirac éste se
representa como ).

= Los observables de dicho sistema estdn asociados a operadores lineales A hermitia-
nos (A es igual a su transpuesto conjugado).

= El valor esperado de un observable A para un sistema en estado |1) estd dado
por el producto interno (| Aly). La condicién de hermiticidad es necesaria para
garantizar que los valores esperados sean reales (Ejercicio 1).

Si|¢) y |[¢) son estados posibles del sistema, también la combinacién lineal de ellos
a|¢)+b) es un estado posible si se mantiene la condicién de normalizacién |a|?+|b|? =
1. Si un sistema se encuentra en dicho estado de superposicion, al medir en cuél de los dos
se encuentra, existe una probabilidad |a|? de obtener el resultado |¢) y una probabilidad
|b|? de obtener |¢). Una vez terminada la medicién, el estado del sistema se “colapsa”
al estado obtenido en la medicién.

Dado que |¢) pertenece a un espacio vectorial y los operadores de interés A son
operadores lineales es posible representarlos como vectores y matrices respectivamente.
Para hacer esto, es necesario primero elegir una base para el espacio H. Si llamamos
{ | 4) }; a una base ortonormal, entonces la i-ésima componente del vector [¢) esta dadas
por el producto interno

Vi = (ily) .

Por otro lado, las componentes de la matriz que representa A son
Aij = (i|Alj) -

Una propiedad muy ttil de las bases ortonormales es la de completitud. Esto es que
podemos escribir el operador identidad como

>_li) Gl =1.

El vector de estado en la base de posicion

Una base de particular interés es la base de kets de posicién |z). Estos son eigenvectores
del operador de posicién y por tanto satisfacen & |x) = x |z). Estdn normalizados de tal
modo que (z|z') = §(x — ') con §(x) la delta de Dirac.

Es importante notar que esta base es infinita y no numberable. Si representamos un
estado [¢) en esta base obtenemos la funcién de onda

(x[) = ().



Esta base también satisface la propiedad de completitud sustituyendo la suma por

una integral
i:/dx|:z> (x| .

Esto nos perite encontrar facilmente una expresion para el producto interior en esta base
(wlo) = twlile) = (ol [ dela) (ol ) 16) = [ do i) (ale) = [ do v (@)oo)

De manera andloga, si un operador A es depende del operador de posicién & como
A = f(Z) entonces

wW@:/mwuvmam

El operador de densidad

Tradicionalmente el vector |¢) representa el estado del sistema cudntico. Sin embargo,
cuando hablamos de ensambles de sistemas cuanticos la representacion de operador de
densidad para el estado cuantico resultara mas 1til. Un ensamble puro es por definiciéon
una coleccién de sistemas en el que todos los miembros estan en el estado [¢)). En este
caso, el operador densidad p se define como el producto exterior

p =) (¥l

A este tipo de estado se le conoce como estado puro. Notese que en este caso, tanto
|1) como p contienen la misma informacion.

En contraste un ensamble en el que una fraccién p; de la poblacién estd en el estado
| M), una fraccién py estd en el estado |19(?), etc. En este caso, el operador densidad
toma la forma

p="> pilv®) @9,

con la condicion de normalizacién

Zpizl
i

para garantizar que el sistema esta en alguno de estos estados. Este tipo de estados son
conocidos como estados mezclados.
Un estado puro puede representarse como vector o bien como operador de densidad,
mientras que un estado mezclado sélo puede ser representado como operador de densidad.
El valor esperado de un observable A en un sistema caracterizado por un operador de
densidad estd dado por la traza

AR = 3 (ilAgli).

donde la suma es sobre todos los elementos de la base.



Ejemplos El estado [¢0) = (|0) + |1))/v/2 puede ser escrito en forma de operador de
densidad como

p= %(I0> (01 +10) (L] + [1) O + [1) (1]) -

Por otro lado, el operador de densidad

(10) (Of + [1) 1)) ,

N

p=

puede ser interpretado como un ensamble donde la probabilidad de estar en el estado |0)
es 1/2 y de estar en |1) es también 1/2. Este operador de densidad no puede ser escrito
como un vector de estado.

Evolucién temporal

Para el caso no relativista, la evolucion temporal del estado de un sistema estd dado
por la ecuacion de Schrodinger

0 A
ihes [0) = |), 1)

donde H es el operador Hamiltoniano del sistema.
Para un operador de densidad, la ecuacién de evolucién toma la forma

0 S
5P =~y 0l

donde [A, B] = AB — BA es el conmutador.

Estas ecuaciones son de gran importancia pues juegan un papel andlogo al que la
segunda ley de Newton F = ma juega para la mecédnica cldsica. Nos permiten hacer
predicciones acerca de estado futuro de un sistema si conocemos las fuerzas que actian
sobre el mismo y su estado inicial.

Un caso de gran importancia es aquél en el que el Hamiltoniano no depende del tiempo.
En este caso se pueden buscar estados estacionarios que representan los estados estables
del sistema ademds de ser ttiles para la soluciéon de problemas dependientes del tiempo.
Para ello consideramos estados de la forma

(L)) = |@) e EH/P

y con ello, la Ecuacién de Schrodinger (Eq. 1) toma la forma

H|¢) =E|¢).

A esta ecuacién se le suele llamar Ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo
y es una ecuacién de eigenvalores. En general, para un sistema con estados ligados se
puede encontrar un conjunto discreto de eigenvalores E; y eigenvectores |¢;) tales que
si E; # Ej entonces (¢;|¢;) = 0. Ademds, estos eigenvectores forman una base para



el espacio, es decir, cualquier estado puede ser escrito como combinacién lineal de los
estados estacionarios.

Por otro lado, la solucién general a la Ecuacién de Scrhodinger dependiente del tiempo
(Eq. 1) tiene la forma

[ (t)) = e |y (0))

cuando el Hamiltoniano no depende del tiempo y [1(0)) es el estado inicial. Sin embargo,
saber cémo actia el operador de evolucién temporal ff(t) = ¢ "t/h sobre un estado
inicial no siempre es facil. Es aqui donde los estadios estacionarios juegan un papel
crucial. Esto es porque al aplicar el operador de evolucién a un estado estacionario |¢;)

obtenemos

U(t) |gs) = e~ F/" |gy) .
Para un estado general escrito en términos de estados estacionarios [¢(0)) = >_, ¢j|;)
obtenemos

[V(0) = U@ [9(0) = 3 e/ 3.

En la representacion de posicion y momento, el operador Hamiltoniano puede obte-
nerse a partir del Hamiltoniano clasico tras sustituir a las variables por sus correspon-
dientes operadores. En la base de posicién, la sustitucion necesaria es x — & = x y
p — p = —ihV. Para una particula sujeta a un potencial V' (z), la ecuacién de Schrédin-
ger para la funcién de onda toma la forma

0 t) = h2V2 V(z,t t
iy blant) = (=5 T4 V@) vl )

1.2. Soluciones aproximadas
Teoria de perturbaciones

La teoria de perturbaciones es un método que nos permite obtener eigenvalores y
eigenvectores de Hamiltonianos complejos que pueden ser escritos como la suma de
un Hamiltoniano Hy del cual conocemos sus eigenestados y término de perturbacién
AW pequeno comparado con el Hamiltoniano original. Dado que A < 1, las cantidades
fisicas del sistema completo cuyo Hamiltoniano es Hy + AW pueden ser expresadas
como correcciones a las cantidades del sistema conocido. Esto de logra expresando a los
eigenvalores y eigenvectores como una serie de potencias de A

Ej=EY 4 xBW 4 22EP 1.
6) = [657) + A16{) + 22 [6) + -

Para el caso independiente del tiempo, sustituimos estas expresiones en la ecuacién
de Schrodinger y obtenemos, al comparar coeficientes con la misma potencia de A un
conjunto infinito de ecuaciones simultaneas. Sin embargo, como A < 1, las ecuaciones de
menor orden tienen una mayor relevancia. La ecuacién que se obtiene para orden cero es
simplemente la ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo para el Hamiltoniano
H.



Correccion de primer orden La correccion a la energia en primer orden estd dada por
1) _ 1,0 (0)
Ej - <n ‘W|7’L > ’
mientras que la correccién al eigenvector estda dada por

o) =3 @ 1W16,”)
30T g0 g0

J#k

) .

Esta expresién muestra cémo la perturbacién puede mezclar los distintos eigenestados.

Correccion de segundo orden a la energia Por un proceso andlogo encontramos la
correccion de segundo orden a la energia

031716y
B =)

© 20
e B By

Método variacional

El Método Variacional permite encontrar una aproximacién al estado base asociado a
un Hamiltoniano. Este método se basa en el hecho la energia del estado base es una cota
inferior para la energia. Consiste en considerar un estado de prueba |¥,) que dependa
de varios parametros « y definir el funcional de energia

6[0&] — <\IJ(1"FI"IIO¢>
(Wa|Va)

Posteriormente se varian los parametros hasta alcanzar un minimo de la energia. El
estado que minimiza el funcional es la aproximacion obtenida al estado base.

No existe un método para construir funciones de prueba adecuadas y su eleccién
siempre se hace de manera heuristica.

1.3. Teoria de momento angular

El momento angular en mecdnica cudntica se puede definir a partir de una analogia
clasica definiendo el operador de momento angular L como

~

L=1xp=—ilir x V.

Sin embargo, esta definiciéon no es la mas general pues hay operadores de momento an-
gular que no tienen ninguna relacién con la posicién o el momento de alguna particula
como es el caso del espin. Es por esto que adoptaremos un enfoque mas general defi-
niendo un operador de momento angular J tal que satisface las siguientes relaciones de
conmutacién o R o ) o )

(o, Syl =ihd, )., Jo) =ihdy [y, J:]) = ihJ,.

oo



Alternativamente es posible motivar estas relaciones de conmutacion al definir el opera-
dor de momento angular como el generador de rotaciones (véase [Sakurail994)).

Otro operador importante es el del cuadrado de la magnitud de momento angular
definido por

A~

Jt = Jode + Jyd, + J. 0, (2)
que satisface que

(J3 0. )=0 [J%J]=0 [J%J]=0.
Por lo tanto, podemos diagonalizar simultaneamente a J j2 y a una de las componentes de
J. Por convencién suele elegirse la componente J... No es posible diagonalizar simultanea-

mente todas las componentes de J pues éstas no conmutan entre si. Los eigenvectores
de J? y J, toman la forma |j,m) donde

J2jm) = W5+ 1) [5,m) T |j,m) = hm|j,m),
con j un entero o semi-entero y m tiene uno de los posibles valores
m=—j,—j+1,...,5—1,74.
Definiendo los operadores de ascenso j+ y descenso J_ como
Jy = Jp +iJ,
podemos encontrar que su efecto en un eigenestado de momento angular es

Jilgsm) = k(G —m)(j +m+1)[j,m+1)

J_1jm) = /(G +m)(G—m+1)]j,m—1).

Suma de momentos angulares

Al momento de considerar méas de una particula con momento angular o al considerar
una particula con distintos tipos de momento angular asociado (espin, orbital) es impor-
tante saber cudl es el momento angular total del sistema. Supongamos que tenemos dos
operadores de momento angular J® y J®. El momento angular total es J = J® + J®,
Ademés supongamos que J® y J® corresponden a distintos grados de libertad por lo
que todas las componentes de J® conmutan con todas las componentes de J®, es decir

O, TP =0 Vi,j € {z,y,2}.

Por esto, podemos tratar los dos momentos angulares como entidades independientes y
construir eigenestados simultédneos de la forma |ji, m1; jo, ma) = |j1,m1) |j2, ma) de tal
manera que
(JD)2 151, ma; ji2, ma) = H251(j1 + 1) |1, ma; Ji2, ma)
(JO)2 |1, ma; g2, ma) = K22 (ja + 1) |51, m1; o2, Ma)
JO |1, ma; jo, ma) = himy |1, ma; j2, ma)
) =

J@ |41, ma; Jo, ma) = himg |j1,m1; j2, ma)



Sin embargo, el operator de momento angular total J también satisface las relaciones
de conmutacién de un operador de momento angular definidas en la Ecuacién 2 (ver
Ejercicio 6). Ademés, los suigentes operadores conmutan entre si: (J®)2, (J®)2, J? y
J. por lo que podemos definir una base de eigenvectores de la forma |j1, j2; 7, m) donde

(j(l))2 |j1aj2;jvm
(J)2 41, ja; 5, m
J% |1, j2; 4, m

J. g1, gos 4, m

= h?j1(j1 + 1) |1, o3 . m)
= hja(j2 + 1) |41, j2; 4, m)
=125 (j + 1) |1, j2; 4, m)
= hm ‘jlan;j7m>

- — — ~

Usualmente el estado |j1,j2;7,m) se escribe como [j,m) si j; y j2 son claros por el
contexto.

Es importante notar que la base de la forma {|j1,m1; j2, m2)} y la base {|j1,j2; 4, m)}
tienen el mismo ntmero de elementos y generan el mismo espacio. La eleccién de cudl
de las dos bases usar dependera de cual es mas conveniente dependiendo de la situacion
en cuestion.

El problema de suma de momentos angulares, entonces, suele reducirse a expresar un
estado de momento angular en términos de una superposicién de estados en distintas
bases. Esta transformacion se logra aprovechando la relacion de completitud de dentro
del espacio de momentos angulares

i= > |51 maighma) (it mas gh,mol
ji7jé7m1’m2
A= > il dbid,m) (i, s doml -

31:3%.5,m
. o . . .
Al aplicar estos operadores a |j1, j2; 7, m) 0 |j1,m1; j5, ma) respectivamente obtenemos

i, daidom) = > 1it,ma; g, ma) (G, mas g, maljr, da; 4, m)
ji’jéymlva
i masjasma) = Y |t dbidim) (5, dbi mlin, ma gz, ma)

J1505:3,m

Los productos interiores del lado derecho son conocidos como los coeficientes de
Clebsch-Gordan. Estos coeficientes pueden ser consultados en libros de mecdanica
cudntica o en programas de cdlculo como Mathematica o la libreria SymPy de pyt-
hon. Ademsds, pueden ser calculados mediante la aplicacion sucesiva de los operadores
de ascenso o descenso.

Algunas relaciones que simplifican la suma de momentos angulares son que los coefi-
cientes de Clebsch-Gordan son cero a menos que

Jj1=J1 J2=Jy m=mi+ma.

10



Las primera se puede obtener a partir de considerar (i, jo; j, m|(J)2|j1,m1; 55, ma) v
comparar el resultado de aplicar el operador al bra derecho o al ket izquierdo

<.j17j2;j7m’(j<1))2‘j17ml;jé7m2> = h2]1(~]1 + 1) <j17j2;j7m‘.jivm1;jé?m2>
= R (j1 + 1) (j1, jo; 4, mljh, ma; 5, ma)

La segunda se obtiene de manera andloga usando (J®)2. Para la tercer relacién consi-
deramos J, = J{” + J” y hacemos un razonamiento anslogo

<j1aj2;jvm|‘]z|jivml;jéam2> = h(ml + mQ) <j17j2;jam|ji7ml;jéam2>
= hm <j17j2;jam‘jiaml;jévm2>~

A partir de estos resultados también podemos deducir las cotas para los niimeros cuanti-
cos de momento angular total

1—Jol <j<ji+j —j<m<

Por lo tanto, las transformaciones entre bases de momento angular, al omitir las etiquetas
redundantes quedan como

’j17j2;j7m> = Z ‘jl?ml;j27m2> <j17m1;j27m2’j7m>
mi,m2
mi+mao=m
|j17m1;j27m2> = Z ‘],TTL) <j,m|j17m1;j25m2>'
j?m

mi1+mo=m

Este desarrollo de suma de momentos angulares estd basado en las notas de Daniel
Steck [SteckQO].

Ejemplo Los electrones tienen espin 1/2. Al considerar un sistema de dos electrones
la base desacoplada de momento angular, escrita como |s1,m1, s2, m2), estd compuesta
por los kets

bbb
b+
bbb
bbb+,

Por otro lado, el momento angular total S tiene como ntimeros cudnticos asociados s y

ms. El nimero cuantico de magnitud s puede tomar los valores s = |% — % e % + % =

0, 1. Por lo tanto, los kets en la base acoplada, escritos como |s, m), toman la forma
10,0)
‘17 _1>
1,0)
11,+1).

11



Estas dos bases pueden generar el mismo espacio y por tanto es posible escribir cualquiera
de ellas como combinacion lineal de la otra.

Como S, = S + §? podemos notar que I1,+1) = ]%,—i—%, %,—l—%) pues éstos son
los unicos kets que resultan en una proyeccién de de momento angular mgs = 1. Asi
mismo, |1,—1) = ]%, —%, %, —%) Sin embargo, este criterio no nos ayuda a escribir |1, 0)
y |0,0) en términos de los kets restantes. Un método posible para obtener |1,0) escrito
en términos de la base desacoplada es partir de |1,1) y aplicarle el operador de descenso
S, =80 489,

Por un lado S_ [1,1) = Av/2|1,0). Por otro lado

_|1’1>:‘§9)|%’+%’%’ l>+‘§(2)|%7+%7% %)
:hﬁ‘%’_%’% >+h\f’2>+272> %)

Por lo tanto
bbb ibebhod
7 .
Podemos encontrar el estado restante |0,0) al notar que la tinica combinacién lineal de
estados desacoplados ortogonal a todos los estadios anteriores es

bbb - bbb

V2

1,0) =

|070> =

1.4. Ejercicios

1. Mostrar que la condicién de hermiticidad de un operador es necesaria para garan-
tizar que sus valores esperados sean reales.

2. Mostrar que para un estado puro [¢/), el valor esperado definido como (A) = Tr[Ap]
se reduce al caso conocido (A) = (Y|A|Y) .

3. Considere los estados definidicos por las matrices de densidad po = 4 [|0) (0] + |1) (1]]
¥ pr= 1) (9] con |p) = 8.

a) {Cudl es el valor esperado del observable definido por el operador A = |0) (0|
en los estados pg y p17

b) ;Cual es el valor esperado del observable definido por el operador B = [y (1]
en los estados pg y p17

4. Considerar el Hamiltoniano dado por

y una perturbacién

Responda las siguientes preguntas:

12



a) ¢ Cudles son los eigenvalores y egienvecotres de H?

b) ;Cudles son los eigenvalores de H+W de acuerdo a la teorfa de perturbaciones
de primer y segundo orden?

¢) ¢Cuéles son los eigenvalores exactos de H+W?

d) Graficar los eigenvalores obtenidos en los incisos anteriores en funcién de A
para distintos valores reales de ).

5. Encontrar la representacién matricial de los operadores jx, jy, J. en la base
Sugerencia: Escriba J, y jy en términos de J; y J_.

6. Mostrar que J=J®4+J® esun operador que obedece las reglas de conmutacion
de un operador de momento angular suponiendo que J® y J® las obedecen.
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2. El atomo Hidrogenoide

En esta seccién vamos a estudiar un sistema cudntico de dos particulas con cargas
opuestas. Para el caso particular donde la particula positiva es un protén y la particula
negativa es el electrén tenemos el caso del atomo de hidrégeno.

Entender con detalle el atomo de hidrégeno ha impulsado el desarrollo de la mecani-
ca cuantica por diversos frentes. Veremos en este capitulo que serd necesario introducir
conceptos de relatividad, fisica nuclear y electrodindmica cuéntica para logar un enten-
dimiento detallado de este atomo.

De igual manera comenzaremos con un enfoque sencillo que iremos refinando a lo largo
de esta seccién. Consideremos la ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo en
la representacion de coordenadas

<_2h;v2 V() ) 0(e) = BV,

onde m = memy,/(me + my) es masa reducida correspondiente a la masa del electrén
me v la masa del nicleo m,,. Ademds, para un nicleo con Z protones consideraremos el
potencial de interaccion central de la forma

Ze?

Amegr

Vir)=—

Dada la simetria del problema es natural describirlo en coordenadas esféricas. Sin embar-
go, serd util primero escribir el laplaciano en términos del operador de momento angular
orbital. Usando la identidad vectorial

(AxB)-(AxB)=(A-A)B-B)— (B-A)(A-B).

aplicada a A =r y B = —ihV encontramos que el laplaciano
19,0 L2
Vies St — 3
r20r or 22 (3)

donde L2 = [f x p|? = [r x (—ihV)]? es la magnitud cuadrada del operador de momento
angular y inicamente depende del dngulo polar 6 y el azimutal . De este modo podemos
escribir la ecuacién de Shrodinger como

9 72
( 9,0 L +v(r)>¢(r)=E¢(r)-

Comr2dr Or | 2mr2

Siguiendo el método de separacion de variables, usual para resolver este tipo de ecua-
ciones definimos 1 (r) = R(r)Y (0, ¢). De este modo obtenemos

10 ,0R 2mr? LY
V(r)— E| = ——.
Ror” ar ~ e VI E =y
Como el lado izquierdo de la ecuacién sélo depende de la variable » mientras que el lado

derecho unicamente depende de 6 y ¢ podemos asegurar que ambos lados son iguales a
una constante que llamamos b.
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2.1. Ecuacién angular

La ecuacién angular obtenida es la siguiente ecuacién de eigenvalores
L?Y (0, ¢) = bh*Y (0, ).

Una manera de solucionarla es usar la Ecuacion 3 y la expresion para el laplaciano en
coordenadas para encontrar una expresién para L2 en términos de 6 y ¢ y resolver la
ecuacion diferencial parcial resultante mediante el método de separacion de variables. Sin
embargo, se puede mostrar que L satisface las relaciones de conmutacién de momento
angular (ver Ejercicio 1) y por tanto también satisface todas sus propiedades. Aqui
aprovecharemos estas propiedades para encontrar las soluciones con otro método.

Primero, como los eigenestados de L2 tienen la forma |l, m), etiquetaremos las eigen-
funciones como Y;*(6, ). Sin embargo, cabe aclarar la relacién que hay entre el ket |, m)
y la funcién de las coordenadas angulares Y;™ (6, ¢). Como vimos en la seccién anterior,
para un potencial central la funcién de onda se puede descomponer en una parte radial
y una parte orbital de la forma R,;(r)Y;™(0,¢) donde esta funcién no es mas que la
representacién en la base de coordenadas del vector |n, 1, m); es decir

<I'|7”L, L m> = <T‘, 0, (,0|’I’L, L m> = Rnl("ﬂ)YVlm(e’ (10)
En particular, podemos definir eigenestados de direccién! |n) tales que
(@ll,m) =Y,"(0, ) =Y, (n).

Por otro lado, dado que el eigenvalor del operador L2 correspondiente a |l,m) es
R21(1 + 1), entonces podemos asociar b = I(I + 1). Ademéds, sabemos que los valores
posibles de m son —I,—l +1,...,1 — 1,1 y que L. |l,m) = hm/|l,m). Al escribir esta
igualdad en la representacion de posicién usando la expresién obtenida en el Ejercicio 1
obtenemos

0
—ii‘L%Y}m(H, ) =hmY"(0,p).
Esta ecuacién implica que Y;™(6, ¢) = Oy, (0)e"™? y debido a que estas funciones deben
cumplir que Y™ (0, ¢) = Y™ (0, ¢+ 2m) entonces m debe ser entero y como consecuencia,
[ también debe serlo.

Para encontrar la forma explicita de Y™ (6, ¢) podemos aprovechar que
L |lmmax) =0, (4)

donde mpayx = . Aprovechando la expresién en coordenadas de L. (ver Ejercicio 2) y
el hecho que Y}!(6, ¢) = ©(0)e''¥ obtenemos la ecuacién diferencial

1 00y cos 6

Oy 00  sinf’

'Nétese que en la expresién i), el gorrito simboliza que nos referimos a un vector unitario y no a un
operador.
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Esta ecuacién tiene la forma f/(0)/f(6) de ambos lados por lo que puede se integrada
facilmente para obtener

911(0) = Sinl (9)

Una vez obtenida Y}'(d,¢) = N sin’ ™% podemos encontrar las demds funciones uti-
lizando el operador de descenso. Aqui, N es una constante de normalizacién escogida

para satisfacer
2w
/ / ©)|*sinfdf dp = 1.

Las funciones que corresponden a los primeros valores de [ son

+ / .
==+ SlIl Geiw Y2 t= 3125 sin eeigw
YO — 1 \/

s Y =F sm@cos Petiv
Y1 = ,/4 cos

Yy =4/ 16”(3C0829— 1)

2.2. Ecuacién Radial
Habiendo encontrado que b = I(l + 1) y definiendo P(r) = rR(r) podemos escribir la

ecuacion radial como
_Eﬁi n El(l%— 1) B 262/471'60
2m dr? o2m  r? r

—E]P—O.

El término proporcional a [(I41)/r? est4 relacionado con la fuerza centrifuga asociada al
momento angular. Este “potencial” repele a la funcién de onda del origen cuando ! > 0.

Esta ecuacion tiene solucién para un continuo de valores E > 0 que corresponde a es-
tados no ligados en los cuales P(r) tiene un comportamiento asintéticamente oscilatorio.
Sin embargo, ahora nos enfocaremos en estados ligados para los que E < 0 por lo que

escribiremos E = —|E|. Con esto podemos definir el pardmetro adimensional
2m|E ]
P = 72

y reescribir la ecuacion como

d*pP I{+1 A
— — L+ +——-1|P=0,
dp? p? p

donde la constante que caracteriza la interaccién es

_Z e? 2m

 drme \| R2|E|
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El método estandar para resolver esta ecuacién es buscar soluciones con forma de serie
de potencias y se encuentra que las series convergen sélo si A = 2n, donde n es un nimero
entero tal que n > [ + 1. Ademds, la solucién general es de la forma P(r) = Ce™Pv(p)
donde v(p) es una funcién polinomial resultando en un comportamiento asintético expo-
nencial decreciente como se esperaria para un estado ligado. Siguiendo este razonamiento
podemos encontrar los valores posibles de la energia

2 2
po _mZe/Ama) ﬁthooiQ.
n

2h2n? N Me

Para el caso especial del potencial de Coulomb, la energia unicamente depende de
el nimero cudntico n mientras que en general dependeria de n y [. Por otro lado, la
degeneracién en m es resultado de la simetria esférica del sistema en ausencia de campos
externos. A pesar de que la energia depende tnicamente de n, las funciones de onda
radiales dependen tanto de n como de [.

A continuacién se presentan unos ejemplos de las funciones radiales para los primero
valores de n y I

R ave
3ag 3\/5p
donde
hQ
90 = (€2 /dmeq)me

es el radio de Bohr y la condiciéon de normalizaciéon toma la forma

/ R?hl(r)rQ dr = 1.
0

De este modo obtenemos eigenestados del Hamiltoniano de la forma |n,l,m) cuya
representacion en el espacio de posiciéon en coordenadas esféricas es

<7", 07 §0|’I’L, lv m> = RnJ(T)Yim(e, (70)
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2.3. Estructura Fina

Esta seccién estd principalmente basada en la Referencia [cohen1992quantum].

En las secciones anteriores encontramos las funciones de onda obtenidas que resultan
de la interaccién de un nicleo y un electrén por medio de la fuerza de Coulomb. Sin
embargo este modelo no toma en cuenta efectos relativistas, los cuales tienen importantes
consecuencias. En particular, los efectos magnéticos relacionados con el espin del electrén
no son tomados en cuenta. Ademas, no hemos mencionado el espin del ntcleo y los efectos
magnéticos que éste conlleva.

El orden de magnitud de este error esta relacionado con el cociente v/c que para el
estado con n = 1 se puede estimar facilmente usando el modelo de Bohr en el que el
momento angular cumple rmv = An por lo que

v h e?

1

mag  4mweghc

Donde hemos usado que el electrén se encuentra a una distancia ag del nucleo. Sin
embargo, la precisién de las técnicas espectroscopicas actuales superan por mucho a este
valor por lo que estas correcciones cobran relevancia.

La manera mas rigurosa de tomar en cuenta efectos relativistas es partir de la ecuacién
de Dirac para un electrén situado en un potencial de Coulomb (infinitamente pesado y
fijo en el origen). En este caso es posible encontrar los niveles de energia para el dtomo
de hidrégeno analiticamente.

Sin embargo, en este caso partiremos del limite de débilmente relativista (v/c < 1) de
la ecuacién de Dirac pues este método se podra generalizar al caso de muchos electrones
mientras que la solucién exacta no. La ecuacion de Dirac naturalmente introduce un
grado de libertad adicional que es el espin del electréon que es una propiedad de tipo mo-
mento angular asociada al operador S y eigenvectores |s,ms) donde el nimero cudntico
de magnitud es s = 1/2.

Los primeros términos de la expansién en serie respecto a v/c del Hamiltoniano son

H = m.c? (5)
]52
+ L v )
4
b
8m3c? (™)
1 1dV(r), -
- L.
2m2c2r  dr S (8)
K2 9
+ Wv V(’l“) (9)
+ ...

El primer término corresponde a la energia en reposo del electrén el cual, inicamen-
te desplaza por una constante todos los niveles energéticos. El segundo término es el
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Hamiltoniano no relativista utilizado en las secciones anteriores el cual representa la
contribucién mas importante del Hamiltoniano. Debido a esto, los siguientes términos
pueden ser tratados como una perturbacién al Hamiltoniano no relativista.

Variacion de la masa con la velocidad

El término 7 puede ser identificado con la variacién de la masa en funcién del momento.
Es facil ver su origen partiendo de la relacion de dispersién relativista

2

E = /2p? + m2ct = mec? 1?2

mac

2+1

En el caso débilmente relativista, el pardmetro p?/m2c? serd pequeio y podemos hacer
una expansion en serie respecto a este parametro. Recordando

Vidzr~1l4z/2-22/8+. ..,

obtenemos ) .
p p
E=m.®+— — .
¢ 2me.  8mic?

Podemos estimar el orden de magnitud de este término comparandolo con la energia
cinética no relativista del sistema

4

875362 1 /v\2 2 1 2
21 e ().
;’i 4 \c 137

Me

donde hemos vuelto usar la estimacién del modelo de Bohr para la velocidad. De este
dltimo argumento podemos justificar el tratar a este término como una perturbacion del
Hamiltoniano no relativista.

Interaccion espin-6rbita

Debido a que el electron del atomo siempre estd en movimiento, en su marco de
referencia existe un campo magnético resultado de transformar el campo electrostatico
producido por el nicleo al marco de referencia del electron. Este campo esta dado por

A%
B=-xE, (10)

a primer orden en v/c. El electrén posee un momento magnético intrinseco debido a su
espin us = —upgsS/h en el cual up = eh/2m, se conoce como el magnetén de Bohr v,
segun la teoria de Dirac, la razon giromagnética del electrén es g; = 2. Debido a esto
existe una interaccién con el campo de la forma

Hso = —jis - B.
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Para reescribir esta expresién de una manera maés explicita notemos que

_ldv(nr

e dr 1
El campo magnético de la Ecuacién 10 resulta en
1 1dV 1 Ze -
(1) e ¢

e =

B =

mec er dr

y la correccion a la energia

Esta expresién difiere del término 8 por un factor de 1/2. Es posible mostrar que esto se
debe a que el movimiento del electrén no es rectilinea respecto al sistema de referencia
del laboratorio y al transformar a este sistema de coordenadas obtenemos el factor. A
este factor se le conoce como factor de Thomas por explicarlo en 1927. Obtenemos la
expresion correcta al hacer la sustitucién gs;— — gs — 1 =~ 1.

A 1 Ze?

Hso = 2m2c2 dregrd

Al buscar la correccién a la energia usando teoria de perturbaciones de primer orden

encontramos )
1 Ze 1 n A
AF¢o = —————( = )(S-L).
50 2m2c? 4meg <7‘3 > < )

En esta ultima expresién hemos separado la parte angular y la parte radial de los valores
esperados. Para la parte radial obtenemos

(%)= ()

Para clarificar la estructura del valor esperado angular es conveniente definir el momento
angular total

J=S+L
La ventaja de definir este operador proviene del hecho que
A N A\ 2 N A A ~
J? = (S+L) =S5% 41928 L+ 172
por lo que
A oA 1/~ A A
S-L=3(/2-8-1%).
Asi, el valor esperado para un estado de la forma |1, s, j,m;) es
A K2
(S-L) :?(j(j—i—l)—s(s—l—l)—l(l—&—l)).
La correccion a la energia debido a la interaccién espin érbita finalmente toma la forma
2 Ze? (j(G+1)—s(s+1) =1 +1)) <z>3
4m2c? dmeg I+ 5H+1) nag)
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Término de Darwin

El término restante 9 no tiene un andlogo clasico. Este se debe a que en la aproximacién
no relativista (la expansiéon de Taylor respecto a v/c) la interaccién entre el electrén y
el nucleo se vuelve no local. Esto significa que el electrén es afectado por los valores del
campo en una vecindad a su alrededor del orden de la longitud de onda de Compton
h/mec.

Al sustituir V(r) obtenemos

. N A
D

 2m2c? m&(r),
con §(r) la funcién delta de Dirac. Debido a esta estructura sélo afecta la energia de
niveles con [ = 0 pues sélo en estos ¥ (0) # 0.

Es importante notar que a pesar de que las distintas correcciones dependen de j y [, la
suma de todas las correcciones dependerd tinicamente de j. La expresién para la energia
resultante de estar correcciones es

5 2 [ VA Al 1 3
i = MeC — — -—— .
" c 2n2 2n3 \j+1/2 4n

2.4. Efecto Lamb

Un efecto adicional, no contenido dentro de la teoria de Dirac es el corrimiento medido
por Willis Eugene Lamb en 1949. Este es un corrimiento del nivel 2s,,, respecto al
nivel 2p,,, del orden de 1060 MHz y estd relacionado con el hecho de que el campo
electromagnético es un objeto cudntico. El estudio tedrico y experimental de este efecto
trajo como resultado el desarrollo de la electrodinamica cuéntica. Este trabajo hizo a
Lamb merecedor del premio Nobel en 1955 junto con Polykarp Kusch, quién midié el
momento magnético del electrén con muy alta precision.

2.5. Estructura Hiperfina

Hasta ahora, hemos considerado el niicleo como una particula puntual de masa m,, y
carga —Ze. Sin embargo, al igual que el electrén, los protones y neutrones que componen
al nicleo poseen un espin denotado por el operador Iconi=1 /2. Restringiéndonos al
caso de hidrégeno (Z = 1), el espin del protén que compone al nticleo tiene un momento
magnético dado por

. me I

Kr = gp’uBmipﬁ'
Donde m, y g, son la masa y el factor g del protén cuyo valor es de g, ~ 5.586. Al
comprar los momentos magnéticos del proton y del electréon encontramos que el del
protén es un factor %’: ~ 2000 mé&s pequeno. Esto tendra como consecuencia que los
efectos magnéticos causados por el nicleo sean atin méas pequenos que las correcciones de
estructura fina. Sin embargo, estas correcciones estdn por arriba del minimo de nuestras
capacidades de medicién por lo que vale la pena estudiarlas.
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El Hamiltoniano hiperfino tiene la forma

Ho 2uppngy |1-L (I-£)(S-F) I'S+8ji.s
47 h? r3 rd r3 3
® ©
El término @) corresponde a la interaccién del espin nuclear con el campo generado
por el movimiento orbital del electron. La interaccién dipolo-dipolo resultante del espin
nuclear con el espin electrénico estd considerada en el término (B). Cabe destacar que
la interaccién es de tipo dipolo-dipolo debido a que los espines del protén y electrén
son 1/2. Para un nicleo general con i > 1/2 otras contribuciones multipolares deben
considerarse. El ultimo término, el (©), toma en cuenta la interaccién de contacto debido
a la presencia del electrén dentro de la region del ntcleo.

Para el caso de un estado s (I = 0) los términos @ y (® se anulan por lo que podemos
escribir el Hamiltoniano hiperfino como

por otro lado, para [ > 0 es posible reescribir el Hamiltoniano para tomar la misma
forma (ver Ejercicios)
Hyp=A1-7.
Este operador tiene una forma similar al obtenido para la interaccion espin-orbita.
Para evaluarlo es conveniente nuevamente definir el operador de momento angular total

F=1+17J
Anélogamente, podemos encontrar que en la base |[, s, j, f,m¢) el operador Aifi Jes
diagonal con los eigenvalores dados por

l
ABye = SR (4 1) i+ 1) — 5+ 1),

Cabe destacar que este acoplamiento divide los estados de estructura fina en varios
de momento angular total F distinto. En particular, para el atomo de hidrégeno, las
correcciones para un estado s estan dadas por

1
AEur(f=1)= ZHZAZf

3.9
Por otro lado, el deuterio es un isétopo del hidréogeno donde el niicleo estd compuesto
por un protén y un neutrén. En este caso, el espin nuclear es ¢ = 1 y los valores que
puede tomar el momento angular nuclear para un estado s son f = 1/2,3/2. En este
caso, las correcciones hiperfinas tomas los valores
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1.y
AByp(f =1/2) = —h*A; .
Si comparamos la diferencia de energia entre los estados hiperfinos de hidrégeno ob-
tenidos h2Aif y la diferencia de los estados de deuterio %hQA‘Zf podemos notar que el
medir la estructura hiperfina de estos isotopos nos permitiria distinguir uno del otro.

Usando las herramientas de fisica atémica podemos dar un pequeno vistazo a la fisica
nuclear.

2.6. Sintesis

Estructura principal Estructura fina Estructura hiperfina
(Schrédinger) (Dirac, Lamb) F—9
Py =3) 34
54
=1
F=1
S1(J=73) [ A
34
F=0
F=1
Py =1) A
34
F=0
n=1 F—1
Sy(J=14) park
34
=0

Figura 1: Jerarquia de estructura princial, estructura fina y estructura hiperfina para
hidrégeno. Basada en dibujo Tiltec, de Wikimedia Commons.
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2.7.

Ejercicios

. Mostrar que las componentes del operador de momento angular orbital L=rx

(—ihV) son
Ly =ih <sin @% + cot 6 cos gpip)

i}y =ih <— cos goaae + cot 0 sin <paa>
12

. 0
L.=—ih—
1 (9(10

v que satisface las relaciones de conmutaciéon de operadores de momento angular.

. Mostrar que los operadores de ascenso y descenso de momento angular orbital

pueden escribirse como

. . 0 0
Ly =+he™ | = £ —
+ he <80 ZCOtQ@g@)

. Durante la clase usamos el argumento de Bohr para estimar la velocidad del

electrén en el orbital méas bajo. En este ejercicio compararemos el tamano del
orbital mas bajo obtenido con la teoria de Bohr y el obtenido con la teoria de
Schrodinger.

a) Calcule el tamano del orbital mas bajo usando la teorfa de Bohr. Es decir,
encuentre el valor del radio de Bohr.

b) Calcule el valor esperado de la coordenada radial usando la funcién de onda
de menor energia obtenida con la ecuacién de Schrodinger.

c¢) Calcule el valor més probable (el maximo de la probabilidad) de la coordenada
radial correspondiente a la funcién de onda de menor energia obtenida con la
ecuacién de Schrodinger.
Nota: recuerde que la probabilidad de que el electrén tenga las coordenadas
7,0, ¢ estd dada por p(r,0, ) = [¢(r,0,)|* dV

. En clase vimos que la correccién a la energia debido al término de variacion de la

masa con la velocidad es del orden de o?. En esta pregunta calcularemos el orden
de magnitud de las correcciones debido a la interaccién espin-orbita y al término
de Darwin.

a) La interaccién espin 6rbita obtenida en clase tiene la forma
- 1 Ze? 1.
L

Hso=-—— 2% "1,
50 2m2c? dmeg 13

Compare este término con la interaccién de Coulomb —Ze? /4meyr suponiendo
que L y S son de orden A cada uno y la distancia es del orden del radio de
Bohr. Escriba el resultado en términos de la constante de estructura fina.
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b) El término de Darwin obtenido en clase tiene la forma

2 2
i, Th* Ze

= ———6(r).

2m2c? 4meg (r)
Este término sélo modifica la energia de estados con [ = 0 que son los que
satisfacen 1(0) # 0. Para estimar el orden de magnitud de este término
considere que [1(0)|? ~ 1/a}. ;Por qué tiene sentido esta aproximacién?

Compare esto con el orden de magnitud del Hamiltoniano no relativista Hy ~

mec?a? v escriba el resultado en términos de a.

5. Encuentre la representacién matricial del operador L - S en las bases I, my, s,mg)
y |l,s,5,m;) paras=1/2y 1l =1.

a) Recuerde el método que usamos en clase para reescribir L-S para poderlo
aplicar a un elemento de la base |lsjm;).

b) Para calcular los elementos de la matriz de L-S en la base |I,my, s, m,) pruebe
la siguiente identidad

L-S=L,S +L_S,+L.S..

Nota: Ponga atencion a la estructura de los elementos de matriz antes de calcular
todas las entradas y note que muchos son cero.

3. Helio

La ecuacién de Schrodinger para el atomo de tipo Helio, formado por dos electrones
y un nucleo con carga Z veces la del electron, en el marco de referencia del nicleo es

2 2 2
h v? h v2y S <—Z—Z+1>] Y(ry,re) = E(ry,ra).

B 2me
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La experiencia con el atomo de Hidrégeno nos puede hacer notar que al escribir el Ha-
miltoniano de esa forma estamos omitiendo varios términos de los cuales, los principales
son

= La interaccion espin orbita de cada electrén flfq . gl + £2f;2 . gg.
= La interaccion del espin con la érbita del otro electrén &ﬁg S; + §§ﬁ1 - Ss.

= La interaccién dipolo-dipolo entre los momentos magnéticos de cada electrén

¢ Si- S, B 3(S1 - £12)(Sa - f12)
3

5
12 712

= La interaccién érbita-érbita £”/Ly - Lo.

Para el tratamiento del 4tomo de Helio vamos a ignorar todos estos términos relati-
vistas y s6lo vamos a considerar el espin de los electrones en sus consecuencia respeto al
principio de exclusiéon de Pauli que dice

Dos fermiones no pueden ocupar el mismo estado cudntico al mismo tiempo.

El tomar en cuenta el espin en este caso permitira que los dos electrones en este atomo
tengan numeros cudnticos espaciales iguales siempre y cuando su espin sea distinto.
Resolver este problema analiticamente no es posible jPodemos usar lo que aprendimos en
secciones anteriores para resolver este problema? Primero notemos que podemos escribir
el Hamiltoniano de este sistema como
e? 1

— =ﬁ0+W
47‘(’607“12

o=H+
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donde
. k2 o2
Hy = — —
0 2me !

2me 2 dmeg

h2 9 e2 < Z 7

+
Este operador es diagonal en la base formada por el producto tensorial de dos eigenes-
tados de hidrégeno

PAIO ‘n111m1> \n2l2m2> = <I:11 + ﬁg) ’n111m1> \n2l2m2> = (En1 + En2) \n1l1m1> \n2l2m2> .

Formalmente, si definimos H; y Hs como operadores que actian en una sola
particula, escribiriamos

(ﬁl X ]12 + ]11 & I:IQ) |n1l1m1> ]n2l2m2> = (En1 + En2) ]n1l1m1> |n212m2> y

Donde cada operador H; opera en el espacio de Hilbert correspondiente a su
particula y los operadores 17 y 15 son el operador identidad actuando en la particu-
la 1y 2 respectivamente. Por simplicidad también podemos escribir el estado del
sistema compuesto de dos electrones como

In1limy) noloma) = | nilimy nalams )
N e e

partfcula 1 partfcula 2

Podemos ahora analizar el efecto de la repulsién entre los electrones tratdndola co-
mo una perturbacién a Hy. Sin embargo, notemos primero que la energia del estado
[n1liminaloms) debe ser la misma que la del estado |nalamanilimy). Debido a esto te-
nemos que usar teoria de perturbaciones para estados degenerados. Una excepcién a
este caso es cuando ny = ng =n, I =ls =1y my = mg = [. En este caso, el estado
|[nlmnlm) es no degenerado. Por lo tanto, en la Seccién 3.1 un caso particular no de-
generado: el estado base. No consideramos otros estados no degenerados pues todos los
estados de la forma |[nlmnlm) que no son el estado base tienen una energia positiva por
lo que los electrones no estan ligados al nicleo en este caso. En las secciones posteriores
analizaremos el efecto de la repulsién en la energia de los estados degenerados.

3.1. Estado base para Helio

Para el estado base |1s1s) del helio podemos encontrar la correccién a la energia usando
teoria de perturbaciones no degenerada debido a la repulsion entre los electrones. Para
esto debemos calcular

2
<1818

Dado que la energia correspondiente a Hy es 2F;, y considerando que Z = 2 tenemos
que al tomar en cuenta esta correccién

5 Ze?

e? 2 ol 3 3
1515> = 47T60/|¢15(I'1)| [Yh15(12)| Ed rid’ry = =

= 34eV.
8 dmegag deV

TeQT12

2
Eis1s = B1s + E15 + <6> = —54eV —54eV 4+ 34eV = —T4eV.
477'607“12
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El valor experimental para la energia del estado base es 79eV.

3.2. Teoria de perturbaciones para estados degenerados

Supongamos que tenemos un Hamiltoniano de la forma
ﬁ = ﬁo =+ )\ﬁ/

donde podemos considerar A < 1. Ademads supongamos que |1/)((10)> y |¢ISO)> son dos

eigenestados ortogonales de Hy con el mismo eigenvalor E(©). Como estos dos kets tienen

el mismo eigenvalor, cualquier combinacion lineal de ellos también sera un eigenestado
de Hy con eigenvalor E©), Tipicamente una perturbacién va a romper la degeneracién
entre estos estados y los nuevos estados no degenerados seran una combinacién lineal de
los estados originales. Sin embargo, como no sabemos cudles serdn estos nuevos estados
consideraremos una combinacién lineal general

@) = a[p®) + B[4) . (11)

y trataremos de encontrar las combinaciones de estos estados que corresponden a los
estados no degenerados como resultado de la perturbacion.
Queremos resolver la ecuacion de Schrodinger

Hp) = E ) (12)

y siguiendo la idea bésica de la teoria de perturbaciones, expandimos E y [¢)) como una
serie de potencias respecto al parametro del tamano de la perturbacién A de la siguiente
forma

E=FEO0 4 AED £ 2@ 4 ...
) = [) + Ap®) + A2 ) + -

Al enchufar estas series en la ecuacién de Schrédinger 12 y agrupando en potencias de
A obtenemos

Ho [0 @)+ (g/ 1@y + A, |¢(1>>)+. = EO @y 4 (Eu) 1@y 4 O |¢<1>>>+. ,

Los primeros términos de cada lado se cancelan pues Hy|i)(©) = E© () A primer
orden en \ tenemos que

H'[p) + Ho [p) = EO [9) + BO V).

Al hacer el producto interno de esta expresion con |@Z)C(LO)> y |¢£0)> obtenemos

@OH |9 ) + (D) = BV (p0]9©) + O (WpttTy

WP A 16) + @ ETET) = BD 1) + B ),



donde la Hermiticidad de Hy nos permite aplicarlo hacia la izquierda y el término re-
sultante se cancela con el término proporcional a E(©). Usando ahora la Ecuacién 11
obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones escrito de manera matricial

() (3)-+0(2)

Hy, Hy )\ P B

donde H _;k’ = (1/11(-0) \I:I ! |¢,(€0)>. Al resolver este problema de eigenvalores habremos encon-
trado los estados no degenerados que apareceran como resultado de la perturbacién y el
valor de la correccién de primer orden a la energfa E().

Este método puede generalizarse de manera analoga para el caso de un niimero arbi-
trario de estados degenerados.

3.3. Energias para el atomo de helio

Ahora aplicaremos la teoria discutida en la seccién anterior para encontrar la energia
y los estados resultantes de la repulsion entre electrones. Supongamos que un electrén
estd en el estado |n,l,m) que denotaremos con |a) mientras que el otro estd en el estado
|n', 1", m') denotado por |b). Lo primero que tenemos que hacer es encontrar los elementos
de matriz

i 7 62 * x 1 3. 3
Wap,ab = (ab|Wlab) = —— /%(rl)wb (1"2)*%(1?1)%(1?2)61 ridiry = J

Wab ba — <ab]W]ba 1'1 wb I'Q) I/Jb(rl)l/}a(rg)d 7’1d37‘2 K

Wia,ab = (ba|W|ab) = /1/117 )1 1‘2) 1/}a(rl)1/)b(1f2)d rd’ry = K
Whapa = (ba|W|ba) = /wb r1)¢a(ra) — wb(ﬁ)%(m)d rd’ry = J.

La integral J se conoce como la integral directa y la podemos escribir como

/ Pb(r1)pa(r2) PridPr
471'607’12

donde ps(r) es la distribucién de carga del estado s y representa la repulsion clésica
resultante de las dos distribuciones de carga. El término K se conoce como integral de
intercambio y es un término de interferencia cuantica.

Al diagonalizar la matriz obtenida encontramos que los eigenestados posibles son

|ab) + |ba)

V2
|ab) — |ba)

7

correspondientes a los eigenvalores J + K y J — K respectivamente.

lvs) =

Ya) =
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Es interesante notar que los estados obtenidos son simétricos o antisimétricos ante el
intercambio de los electrones. Antes de hacer este cdlculo podriamos haber adivinado
que este seria el resultado pues, al tratarse de un sistema formado particulas idénticas,
es necesario tomar en cuenta el postulado de simetrizacion:

Cuando un sistema cuédntico incluye varias particulas idénticas, sélo ciertos
kets de su espacio de estados describen estados fisicos. Los kets fisicamente
posibles deben ser completamente simétricos o completamente antisimétricos
con respecto a la permutacion de estas particulas. Para bosones debe ser
simétrico mientras que para fermiones debe ser antisimétrico.

Esto quiere decir que la funcién de onda que obtengamos para los electrones debe
ser totalmente antisimétrica debido a su naturaleza fermiénica. Sin embargo, obtuvimos
una solucién simétrica y una antisimétrica ;Cémo reconciliamos estos resultados? La
respuesta yace en el espin; no hemos incluido este grado de libertad. Consideremos
ahora el espacio de Hilbert generado por dos espines

10,0) = (|14) — [41)) /V2

11, 1) = [44)
11,0) = (|1)) + 141)) /V2
1,4+1) = [11).

En este caso, los estados de espin del par se dividen en estados simétricos y antisimétricos.
Acorde al postulado de simetrizacion los estados de espin simétricos corresponderin a
estadios espaciales antisimétricos y vice versa para obtener un estado total antisimétrico.
En particular, para el estado base, donde ambos electrones ocupan un estado 1s, el ket
espacial es simétrico por lo que el estado de espin es el antisimétrico (|1]) — |{1)) /v/2.

Este resultado de la seccién anterior divide a los estados del helio en dos familias:
aquellos con estado espacial antisimétrico, que tienen tres posibles estados de espin y por
tanto son llamados tripletes, y aquellos con estado espacial simétrico llamados singletes
pues sélo tienen un estado posible de espin.

3.4. Término espestroscopico

Ahora consideremos cudl seria una buena notacién para etiquetar a los distintos es-
tados del helio. Una estrategia que podriamos intentar usar es heredar la notacion del
hidrégeno y denotar los estados por el estado de cada uno de los electrones como por
ejemplo 1s2s. Sin embargo podemos ver que en realidad esta configuracién corresponde
a varios niveles energéticos pues dependiendo de si se encuentra en el estado

|1s2s) + [2s1s) , |1s2s) — |2sls)
6
V2 V2

la energia de este estado diferird por J + K o J — K de Ei5 + Fos.
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Para definir la notaciéon de los niveles de energia es mejor primero considerar el mo-
mento angular orbital total L = L1 + Lo para el que es posible mostrar que

[L,W]=0

Ademads, como W no acttia sobre el espacio de espines también para S =58+ 95 se
cumple que

[S,W]=0
Por tanto L y S son constantes de movimiento. Debido a esto, tiene sentido definir una
notacién donde los niveles energéticos de denoten por el llamado término espectroscépico

25+1l

Por ejemplo, la configuracion 1s2s resultard en dos niveles energéticos distintos que
podemos denotar por 'S y 3S. Cabe destacar que el nivel energético representado por el
término espectroscépico 25711 es (2s 4 1)(21 + 1)-veces degenerado.

3.5. Método variacional

En nuestro arsenal de métodos aproximados también existe el método variacional.
Una manera comun para resolver este problema, que de hecho da un resultado més
cercano al valor experimental, consiste en plantear como solucién a este problema un
producto de funciones hidrogenoides donde se deja la carga del nicleo Z como parametro
libre. Acorde con el método variacional, podemos encontrar el valor adecuado para este
parametro libre al minimizar el funcional de energia. Este calculo se hard detalladamente
como ejercicio.

El hecho de usar la carga nuclear como parametro variacional tiene sentido pues esto
modela el efecto de apantallamiento del nicleo que un electrén tiene sobre el otro.

3.6. Diagrama de niveles
3.7. Ejercicios
1. En este ejercicio encontrara la energia de el estado base de helio usando el método
variacional.

a) Suponga que la funcién de onda para el estado base 1s2 es el producto de dos
funciones hidrogenoides 1s. Es decir, suponga que tiene la forma Ne ¢"1e¢"2,
donde N es una constante de normalizacién y ¢ es un parametro variacional
equivalente a Z'/a donde Z' es una carga efectiva del niicleo. Muestre que
N = ¢3/m de acuerdo a la condicién de normalizacion

oo o
(477)2/ / N2e=26m1e= 220202 gy iy = 1
0 0

b) Muestre que la energia cinética promedio de cada electrén es (h%/2m)¢? y la
energia potencial promedio de cada electrén es —Ze?( /4me.
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Parahelium Orthohelium

ev 1 1 1 1 3 3 3 3
nS0 nP1 nD2 nF3 nS1 n sz1 n P0 nD3Y2,1
24.47 — —T— — —T— .
_ 4:: 5 e 5 i :: 5 — i . i
gl 4 — 4 4 —
3 — 3 i 3 3 3
22 3
20.55 2 2 p— 2—
. 2
19,77 Trmmrmmmof oo S
238 1 (metastable)
18
Termscheme for Para- and Orthohelium
with one electron in ground state 1s and
16 7 one excited electron
14
n 25+
J
12 1 n = principal quantum number
S = total spin
10 1 L = angular quantum number (S=0, P=1, D=2, F=3, ..)
J = total angular momentum
8 —
6 —
4
2 —
1
1 1S
0 0
Figura 2: Niveles energéticos de helio. Estos niveles se dividen en dos grupos el Parahelio,

con funcién de onda espacial simétrica, y el Orthohelio, con funcién de onda
espacial anti-simétrica. Cuando la funcién de onda espacial es anti-simétrica la
probabilidad de encontrar ambos electrones en el mismo lugar r; = 5 es cero
por lo que el término de repulsién tiene una contribucién menor para los esta-
dos de orthohelio. Fuente https://en.wikipedia.org/wiki/File:Helium—
term-scheme.svg por Wolfk.wk.
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¢) Muestre que la energia promedio de repulsién mutua es usando el si-

guiente método:

I Muestre que el potencial electrostatico ¢(r) al que estd sujeto una car-
ga, debido a la distribucién de carga dada por p(re) = —e|(r2)]? =

3 .
—%G_QCTQ tiene la forma

(&

¢(r)

(1 —(¢r+ 1)6_2<T) .

4rre

Nota: puede aprovechar que V2¢(r) = p(r)/eo.
11 Calcule el valor esperado de la energia debido a este potencial.

d) La energia puede ser obtenida al sumar los términos obtenidos en los incisos
anteriores. Minimice la energia en funcién de ¢ para encontrar un valor apro-
ximado de la energia del estado base de Helio. Compare el valor obtenido con
el valor experimental de 79¢eV.

2. En clase discutimos que una configuracion electrénica puede dar origen a varios
niveles de energia distintos que etiquetamos usando simbolos de término. En este
ejercicio escribiremos el término espectroscépico para la configuracién 1s2p.

a) Escriba los kets espaciales que representan los estados posibles que resultan
de esa configuracién (deberian de ser dos).

b) Escriba los simbolos de término resultantes.

4. Atomos de varios electrones

Para atomos de muchos electrones, el Hamiltoniano toma la forma

Z 2 4 2 2
. o Ze 1 e 1
H = U = = . —
Z 21m, Z dmeg 15 + Z dreq |ry — 1)
=1 =1 1<)

No es posible resolver analiticamente la ecuacién de Schrodinger para este Hamiltoniano.
Ademas, al agregar cada vez mas electrones, el tratar a la repulsién entre ellos como una
perturbacién resulta cada vez mas inadecuado. Sin embargo, al hacer las aproximaciones
adecuadas, podemos entender la estructura de los niveles energéticos. En su estado base,
los electrones ocupan los estados de menor energia. Sin embargo, debido al principio de
exclusién de Pauli, al agregar electrones a un atomo, éstos ocupan niveles o capas de, cada
vez, mayor energia. Cuando todos los estados correspondientes a un nimero principal
cuantico estan ocupados se dice que la capa esta cerrada. Se puede demostrar para una
capa cerrada, el momento angular total es L = 0 y el espin total es también S = 0. Por
lo tanto, el momento angular total de una capa cerrada es J = 0. Los elementos que
tienen su ultima capa cerrada conforman el grupo VII de la tabla periodica. Separar un
electrén de una capa cerrada requiere de mucha energia por lo que estos elementos son
poco reactivos por tanto son conocidos como gases nobles.
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4.1. Metales alcalinos

Los elementos que tienen un nimero atémico consecutivo a un elemento de capa
cerrada tienen un unico electréon en su capa mas externa. Estos elementos como el litio,
sodio, potasio, rubidio, cesio, etc. son conocidos como metales alcalinos y su electrén mas
externo como electron de valencia. Debido a que las capas interiores tienen un momento
angular total J = 0, el momento angular del 4tomo estara determinado por este electron.

Que las capas internas tengan un momento angular J = 0 significa que tienen una
distribucién de carga esféricamente simétrica. Por lo tanto, a muy buena aproximacion
podemos considerar el potencial al que esta sujeto el electrén de valencia como un po-
tencial central. Por un lado, esto significa que, al igual que para hidrégeno, podemos
escribir la funcién de onda de dicho electrén como el producto de una parte radial y una
parte angular compuesta por armonicos esféricos.

Como consecuencia del apantallamiento a la carga nuclear causada por los electrones
internos, este potencial no es de la forma 1/r. Podemos deducir facilmente la forma
asintética que debe tener este potencial central con el siguiente argumento. Si el electron
de valencia se encuentra a una distancia muy grande comparada con el tamano de la
distribucién de carga de la capa cerrada entonces éste estara sujeto a un potencial de la

forma

62

Vir) = —
(r) dmegr’

debido a que los Z — 1 electrones internos cubriran la carga de los Z protones del ntcleo.
En el otro caso, cuando el electrén de valencia se encuentra muy cerca del nicleo, éste
esta sujeto a un potencial de la forma

Ze?
Amegr’

V(r)=—

El hecho de que para hidrégeno los niveles energéticos, tomando en cuenta tinicamente
la estructura principal, sean degenerados con respecto a [ estd relacionado con que el
electrén estd sujeto a un potencia de la forma 1/r. Sin embargo, para metales alcalinos,
donde el potencial central tiene una dependencia diferente respecto a r, esta degeneracion
se rompe. Esto puede ser entendido de manera intuitiva al considerar, por ejemplo el
caso de sodio cuyo electron de valencia tiene el 3s como estado base. La funcién de onda
para este electrén en el estado s tiene traslape mucho mayor con los electrones de las
capas cerradas que, por ejemplo, la funcién de onda correspondiente al estado 3d (ver
ejercicio). Es decir, la funcién de onda 3s tiene una mayor penetracién hacia el nicleo
y por tanto estd sujeta a una carga efectiva mayor que el electrén en estado 3d. Debido
el estado 3s tiene una menor energia que el del estado 3d. En general, para los metales
alcalinos, la energia de los estados aumenta con n y con [.

La energia de los distintos estados para los alcalinos puede aproximarse bien con la

formula
R

E(n,l) = —hcm,
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0eV

leVT

2eVT

3eV+

n=2>5

Figura 3: Niveles energéticos para rubidio. Debido que el potencial no es de la forma 1/r
la energia de los niveles depende tanto de n como de [. Al aumentar n 6 [ la
energia del nivel aumenta.

donde la cantidad 9; es conocida como el defecto cudntico y para rubidio tiene los valores
0s =3.12 6, =265 04=134 07 =0.01 & =0.00 para [ > 2

Estos valores se determinan experimentalmente y son ain tema de investigacion de fron-
tera (ver Phys. Rev. A 83, 052515 (2011)). El comportamiento de los niveles energéticos
de rubidio se ilustra en la Figura 3.

El poder modelar al potencial al que estd sujeto el electron de valencia como un
potencial central nos permite aplicar muchos de los conocimientos obtenidos al estudiar
el 4tomo de hidrégeno. Por ejemplo, la estructura fina de los metales alcalinos también
estd causada por un término de la forma

AL -S.

Esto nuevamente causara un cambio en la energia del estado base s ademés de dividir
al estado p y a los subsecuentes en dos estados distintos.
De igual manera, la interaccién hiperfina estara dada por un término

BI-J.
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Para cesio-133, cuyo espin nuclear es I = 7/2, esto significa que el estado base (con
L=0,5=1/2y J = 1/2) se divide en dos conjuntos de estados: uno con F = 4 y
9 veces degenerado y uno con F' = 3, siendo este 7 veces degenerado. La separacién
entre estos estados es de exactamente 9.192631 770 GHz y definen la referencia para
el segundo.

4.2. La tabla periddica

Al considerar elementos arbitrarios de la tabla periédica, podemos saber con bue-
na aproximacion su configuracién electrénica siguiendo las reglas de “Aufbau” y la de
Madelung.

Reglas de configuracion electrénica

Principio de “Aufbau” Las capas deben llenarse empezando con la de menor
energia que esté disponible respetando el principio de exclusién de Pauli. Una
capa se llena antes de empezar a llenar una siguiente.

Regla de Madelung El orden de los niveles de energia va de el valor menor de
n + [ al mayor; cuando dos capas tienen el mismo valor n + [, la capa con n mas
pequenio se llena primero.

La Regla de Madelung puede ser representada graficamente con el siguiente diagrama:

s
25 2p
.3 3 3d
LAs 4p 4d 4
L 9s ap ad
, Bs 6p

7s

A

A pesar de que la gran mayoria de los elementos cumplen con esta regla, existen unos
cuantos que son la excepcién. Un ejemplo de esto es el cobre en el que la capa 3d se llena
antes que la 4s cuya configuracién electrénica resulta [Cu] = [Ar]4s!3d10.

Ejemplos El nitrégeno tiene ntimero atémico 7 y siguiendo la regla de Madelung, su
configuracién electrénica toma la forma

1322522])3.
Por otro lado, el praseodimio (Pr), con nimero atémico 59 tiene la configuracién

15225%2p53523p54523d'04p55524d'05p56524 3.
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me -2 -1 0 +1 +2

Ay R 4 v R v
O M
v 4 v A v A
1 Vo v v Vv
Figura 4: Tabla para encontrar los simbolos de término posibles. Cada rectangulo contie-
ne 3 espacios correspondiente a los valores m; = —1, 0, +1 que puede tener cada
electrén. Las flechas arriba y abajo representan los valores mg = —1/2,41/2.

En esta tabla analizamos como las proyecciones de espin mg y momento an-
gular m; de cada electrén pueden combinarse para obtener las proyecciones
posibles de espin y momento angular totales mg y my. La fila de mg = 0 fue
dividida en varios renglones pues en este caso existen varias configuraciones
que resultan en los valores mg y my, correspondientes.

Reglas de Hund

Como vimos en el caso del helio, la configuracién electrénica no refleja en realidad
cuéles son los valores energéticos posibles. Para esto usamos los simbolos de término. Para
determinar el término espectroscépico correspondiente al estado base de un elemento
podemos hacer uso de las reglas empiricas de Hund:

I Los simbolos de término de menor energia son aquellos en los que el espin es
maximo.

IT Para los simbolos de espin maximo, los de menor energia son aquellos donde
el momento angular orbital total es maximo.

IIT Dados los valores S'y L de un término espectroscopico, cuando la capa externa
se encuentra a mitad de llenar o menos, el nivel con menor momento angular
total J tiene menor energia. Si la capa externa estd a mas de medio llenar, el
nivel de energia con mayor J es el de menor energia.

Estas reglas tinicamente son vélidas para encontrar el término de menor energia para
la configuracion del estado base cuando sélo existe una tinica capa incompleta.

Para poder aplicar estas reglas, es necesario primero obtener los posibles simbolos de
término correspondientes a una configuracién dada. Para hacer esto procederemos con
un ejemplo correspondiente al carbono que tiene una configuracién electréonica

1522522p2.
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Dado que en las capas cerradas el espin y momento angular totales se cancelan, para
conocer el momento angular de el carbono es sélo necesario considerar la configuracién
electrénica de los electrones externos 2p?. Debido a que tenemos dos electrones para los
que [ =1y s =1/2, ingenuamente podemos pensar que los estados posibles resultantes
de este sistema compuesto son los que tienen espin total S = 0, 1 y momento angular total
L =0,1,2. Sin embargo, al analizar més cuidadosamente usando la tabla de la Figura 4.2
vemos, por ejemplo, que no es posible obtener la combinacién my, = 2,;mg = 1 sin violar
el principio de exclusién de Pauli. La tabla obtenida puede descomponerse en tres tablas
con las siguientes formas

111
1111 1+111+1.
111

La primera corresponde a los valores S = 0,L = 2, la segunda L = 1,5 = 1 y la tercera
S =0,L = 0. De este modo obtenemos que los simbolos de término posibles son

'p, 3p.3P3P,  0S.

Es importante notar que el método basado en la tabla de la Figura 4.2 nos permite
conocer los estados |l1, my1, ms1,la, M2, ms2) que conformardn a un estado particular
|L, S, mp,mg). Sin embargo, esto no nos dice nada acerca de cuél serd la combinacién
lineal especifica necesaria.

Ahora, haciendo uso de las reglas de Hund podemos encontrar cual de estos simbolos
de término corresponden al estado base. De acuerdo con la regla I, encontramos que los
simbolos 2Py, 3Py, 3 Py son los de menor energfa. En este caso la regla II no nos ayuda a
distinguir cudl de estos es el estado base pues ésta regla inicamente involucra el valor
de L el cual es igual para los tres simbolos en este caso. Sin embargo, usando la regla I11
encontramos que el término espectroscépico del estado base de carbono debe ser 3 P.

Atajo Es posible obtener el término del estado base sin necesidad de realizar todo el
proceso de escribir la tabla de la Figura 4.2. Lo que tenemos que hacer (ver Figura 4.2)
es acomodar dos flechas dentro de los tres posibles orbitales correspondientes a m; =
—1,0,+1 de tal manera que primero encontramos las configuraciones de flechitas que
maximizan mg y de esas escogemos la que maximice my. En este caso obtenemos que
mg =1y my = 1. Considerando que esto corresponde a estados con L =1, S =1 (ojo,
esto no siempre se puede hacer, esta asociacién se justifica al usar el método de la tabla
completa antes descrito) obtenemos los tres posibles simbolos P, 3Py, 3 Py. Aplicando
la regla III de Hund obtenemos directamente 3 F.

5. Interaccidn de atomos con campos estaticos

5.1. Efecto Zeeman

En este apartado estudiaremos el efecto de campos magnéticos sobre los niveles energéti-
cos del atomo. Este campo interacciona con los distintos momentos magnéticos presentes
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m,

-1 0 +1

ik

Figura 5: Método rapido para encontrar el término espectroscépico para el estado base.

en el atomo. Por simplicidad, nos limitaremos a estudiar &tomos con un tnico electrén de

valencia donde los momentos magnéticos relevantes son el asociado al momento angular
. ~ e T , ~ __ gse - , A~ egr T

orbital i, = RL’ el resultante del espin i = %S y el del nicleo ji; = MI. Para un

campo magnético B = e, B, el término de interaccion en el Hamiltoniano tiene la forma

A

WZ:_B‘(,&L‘F,&S‘F[LI)
= Wo (i/z + 25’,2) + wana
donde tomamos en cuenta que gg ~ 2 y definimos las frecuencias de Larmor correspon-

dientes wy = —55-B y wp = 531 B.
La perturbacién total al Hamiltoniano de estructura fina tiene la forma

WHFZ =AL-J + wo (I:Z + 25}) +wn.fz

Debido a que wy > w, podemos podemos despreciar el término proporcional a I,.
Ademsds, comenzaremos por considerar el efecto del campo magnético en los estados
hiperfinos del atomo con [ = 0 por lo que la perturbacién a estudiar se reduce a

WHFZ —AL-S + 2w0,§z.

Al variar B podemos modificar la magnitud del término de Zeeman 2woS,. De este
modo podemos considerar tres casos importantes

I hwg < AR? : campo débil.
11 hwy =~ Ah? : campo intermedio.
111 fwg > AR? : campo fuerte.

Los casos 1 y 11l pueden ser tratados con teoria de perturbaciones. En el primero 2w0S.
actia como una perturbacion sobre AIL-S mientras que en el caso III ocurre lo converso.
El caso 11 no puede ser tratado con teoria de perturbaciones y es necesario hacer una
diagonalizacion completa. Sin embargo, serd ilustrativo aplicar teoria de perturbaciones
a los casos extremos y comprar el resultado con la solucién exacta obtenida mediante
diagonalizacion.
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Efecto Zeeman para campo débil

Comenzaremos por analizar el caso de Hidrégeno para el cual, I = 1/2y S = 1/2.
Recordemos que en ausencia de campo magnético la estructura hiperfina puede ser cal-
culada facilmente en la base |S, I, F,mp) = |F, mp) donde el operador

(F2 - 12— §?)

es diagonal. Obtenemos que los estados hiperfinos para el estado base corresponden a
F =0y F = 1. Estos tienen una diferencia de energfa de —3A/4y A/4 con respecto al
nivel base de la estructura fina.
En este caso tratamos al campo magnético como perturbacién por lo que debemos
evaluar X
<F, mF|SZ\F, mF> .

Para esto, debemos escribir a |F,mp) en la base |mg, my) debido a que en esta tltima
si sabemos evaluar el efecto de S,.

5.10,0
-1

S (1) = 1) /vV2=2411,0)
S 1) =-511,-1)

S (1) = 14) /vV2 = 410,0)
St =411,1)

S: 11,
S

)
)
1,0)
S [1,1)

En este caso obtenemos que
(F, mF|2w0§Z]F, mF> = ﬁwomF

Por lo tanto

3A
Freo =27y

A
Epr = Z + hwomp

Estrictamente, como los valores de (F' =1, mF]i : S|F = 1,mp) son todos iguales
para mp = —1,0,+1 deberiamos usar teoria de perturbaciones no degenerada.
Sin embargo, al momento escribir la matriz que deberiamos diagonalizar para
encontrar los eigenvectores adecuados para tratar este problema, encontrariamos
que es diagonal desde un principio en esta base.
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F=1

S1

F=0

Efecto Zeeman para campo fuerte

Para estudiar el efecto Zeeman en campo furte primero debemos encontrar una base
donde el operador 2wy.S, es diagonal. Sin embargo, ya conocemos la respuesta pues

2w05'z |mg, m;) = 2hwgms |mg, m;) .

Ahora es necesario evaluar la correcién a la energia como consecuencia de AI - S. Es
decir, debemos calcular
(ms, m;|AL- S|ms, m;) .

Para esto podemos reescribir I-S usando
i§=1.8+ (18 +18.)
Sin embargo, notemos que
(mg,m;|I.S_ +1_8,|mg,m;) =0,

por lo que

Eryim, = 2hwoms + Amymss.

Notemos que en este caso no recuperamos el valor correcto de los niveles de energia
cuando B = 0.

Efecto Zeeman para campo intermedio

Previamente obtuvimos el efecto de aplicar S, en los kets |F,mp). De este modo
podemos encontrar la representacion matricial de 2hwoS,. Ademss, la representacion
matricial de I-S se obtiene facilmente en esta base. Escribiendo el Hamiltoniano de
interaccién completo en la base ordenada como|l, +1), |1,—1), |1,0) y |0,0) obtenemos

A 4 B 0 0 0
W 0 AR _hy 00
- 2
HFZ 0 0 ATh hw02
0 0 hwy  — 340
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R3[4
(F=1)

— 3ah*/4
(F = 0)

Podemos ver esta matriz como dos sub-matrices diagonales de 1 x 1 y una matriz de
2 x 2 que ain debemos diagonalizar. Sin embargo, podemos diagonalizar esta sub-matriz
encontrando las raices del siguiente polinomio caracteristico

AR 3AR? )

Las raices son

2 2\ 2
pe AL AV g

5.2. Campo eléctrico estatico

El efecto Stark es el cambio de los niveles energéticos atémicos debido a la presencia
de un campo eléctrico. Gracias este y otro trabajo, Johannes Stark gané el premio Nobel
en 1919. Posteriormente durante el régimen nazi, tuvo ambiciones de convertirse el lider
del movimiento de Deutsche Physik en contra de la “Fisica Judia” de Albert Einstein
y Werner Heisenberg (quien no era judio). Sostenia que las posiciones cientificas en
Alemania sélo deberfan ser ocupadas por alemanes de sangre pura. A pesar de esto, este
efecto ain mantiene este nombre.

El Hamiltoniano de interacciéon toma la forma

A

WS:—d‘g,
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donde € es el campo eléctrico y d = —er el momento dipolar eléctrico del electrén. Antes
de comenzar a utilizar teoria de perturbaciones nos conviene estudiar las propiedades
del operador dipolar eléctrico.

Paridad y el operador dipolar

Usando un argumento simple de paridad podemos obtener més informacién acerca del
operador dipolar. El operador de paridad II invierte el signo del operador de posicién,

y por lo tanto, lo podemos definir por la transformacién [I#IIT = —#. Es ttil notar que
IT es hermitiano, unitario e igual a su inverso. Al aplicar II del lado derecho obtenemos
I = —#I1, es decir que el anticonmutador de I y I es cero

{IL#} =0,

y por lo tanto los elementos de matriz también son cero
(a{IL }[b) = 0.

Por otro lado, notemos que I1 conmuta con el Hamiltoniano atémico H = p?/2m —
Ze? [4meo|?| por lo que los eigenestados de H también son eigenestados de II. Ahora, si
consideramos dos eigenestados de H denotados por |n) y |n') tenemos que

(n{IL £} [n') = (n|11E + #L|n') = (mn + m0) (nf]n) |

con T, y T, los respectivos eigenvalores. Sin embargo, 2 =1 por lo que los posibles
eigenvalores son +1, correspondiendo a paridad par (+) e impar (—). Juntando las
ecuaciones anteriores obtenemos que

(Tn + ) {n|2|n’) = 0.
Por lo tanto, si (7, + m,/) # 0 entonces (n|t|n’) = 0. Esto significa que los elementos de
matriz del operador dipolar eléctrico para estados de la misma paridad es cero.
Efecto Stark cuadratico

El cambio en la energia del estado atémico |a), donde « representa los niimeros cudnti-
cos atémicos n,l, m;, esta dado hasta segundo orden en teoria de perturbaciones por

W
AE, = (a|Ws|a) +Z—‘ o _S‘gj:' ;
J

aqui, |3;) son todos los demads estados.

Recordando la discusiéon sobre la paridad del operador dipolar, notamos que la correc-
cién a primer orden es cero y serd necesario tomar en cuenta la de segundo orden.

De este modo obtenemos

2 A
AL, — 282 | (al®]55) _ ez
o 52 Fo- s, S €
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El coeficiente A es conocido como la polarizabilidad.
A pesar de que la correccién de primer orden a la energia se anula, podemos obtener
la correccién de primer orden del eigenvector obteniendo

) = o) — €€ - Z “""ﬁf -1

Al aumentar & el estado |«) se mezcla con cada vez més de los demds estados. Clasica-
mente esperariamos que al aplicar un campo

Efecto Stark lineal

El tratamiento de la seccidon anterior sélo es vélido cuando los estados de paridad
distinta son no degenerados. Esto se cumple para todos los alcalinos para estados de ! < 3,
sin emargo, un caso importante donde este no es el caso es en el atomo de hidrégeno.
Recordemos que para hidrégeno, considerando inicamente la estructura principal, todos
los estados correspondientes a un valor de n son degenerados. Ademds, si consideramos
la estructura fina, ain tenemos que los niveles de energia s6lo dependen de n y j por lo
que atn en ese caso tenemos estados de paridad opuesta que son degenerados.

6. Interacciéon de atomos con ondas electromagnéticas

La interaccién entre atomos y ondas electromagnéticas estd determinada la interaccion
del momento dipolar eléctrico d = —er de los electrones con el campo eléctrico € y la
de su momento magnético p con el campo magnético B. Sin embargo, se puede mostrar
que la energia de interaccién magnética es un factor a mas pequena que la energia de
interaccion eléctrica por lo que en esta seccién inicamente consideraremos la interaccién
eléctrica. Ademads, supondremos que la longitud de onda en cuestién es mucho mayor que
el tamano del atomo, lo que nos permite utilizar la aproximacién dipolar e ignorar los
momentos multipolares de mayor orden. La interacciéon debido al momento cuadrupolar
eléctrico es del mismo orden de magnitud que la interaccién dipolar magnética que
ignoraremos. De este modo, el Hamiltoniano de interaccién con una onda monocromatica
a estudiar tiene la forma

H, =—d-&(t)=d- & cos(wt),
donde € es un vector unitario que determina la polarizacién y & es la amplitud del
campo.

6.1. Reglas de seleccién

Veremos mds adelante que si tenemos dos estados hidrogenoides |1) = |n,,l,,m,) ¥
|2) = |ny,ly, m,), la taza de transicién entre estos estados es proporcional al elemento de
matriz

| (1ld - é&[2) |? = &5 (1] - l2))°.
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El problema entonces se reduce a calcular (1|r - €]2) lo cual podemos separar en el pro-
ducto de una integral angular Z,,, y una integral radial D,,. La integral radial tiene la
forma

D12:/ Rn212(7’)7'Rn111(7’)7'2 dr.
0

La integral angular es

2
—/ /YW ¢)E - £ (6, ¢) sin b dbdep.

En general, la integral radial tendra un valor distinto de cero a pesar de que puede ser
pequena para el caso de que las funciones de onda involucradas tengan poco traslape;
esto ocurre cuando la diferencia entre ny y no es grande. Por otro lado, la integral angular
es cero en la mayoria de los casos a menos que se satisfagan ciertas condiciones las cuales
llamamos reglas de seleccién. Estas reglas determinan son relaciones que deben cumplir
l1, l2, m1 y mo para que una transicién dipolar eléctrica sea permitida entre estos estados.

Para encontrar las reglas de seleccién es méas natural escribir el vector de polarizacién
usando la llamada base esférica, que no es lo mismo que coordenadas esféricas. Si &, &,
y €, son los vectores candnicos en la base cartesiana, la base esférica estda dada por

1 .
e, =+—(&; — Zéy) ,

V2
eO = éZ7
6= ——= (&, +16,).
V2
. i6n e,, v ) -
Para una onda que se propaga en la direccién e,, vectores e, representan las polariza
ciones circular izquierda y derecha. El vector e, representa una polarizacion lineal para
una onda que se propaga sobre el plano XY. La ventaja de utilizar esta base es que
podemos escribir las componentes del vector de de posicion en esta base como

Tq = ﬁyq(g ?).

Es interesante estudiar los casos particulares cuando é = €y, €.

Transiciones 7

A las transiciones que ocurren cuando la polarizacién es ¢ = &, se les llama transiciones
. En este caso, la integral angular toma la forma

2m
/ / Y20, ¢) cos0Y (0, ¢)sin 0 dfd.

Este sistema tiene simetria cilindrica por lo que la integral deberia tener el mismo lugar
si rotamos respecto al eje z por un angulo ¢g. Debido a que los arménicos esféricos
Y;™(0, ¢) tienen una dependencia en ¢ de la forma e"m? tenemos que

T — ilmi—ma)dogm

ang ang

Esta ecuacidn se satisface siempre y cuando Am = 0 o cuando Z" = 0.

ang
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Transiciones o

Las transiciones resultantes de un campo oscilando con polarizacién ¢ = &, se les
llama transiciones o. En este caso la integral toma la forma

. 1 2 ™ . . i m .
1= [ [V 0.6) sin0e o 6.0) sin0 dods.

Usando el mismo argumento de simetria encontramos que Am = =£1 para transiciones
de tipo o+.

Integrando respecto a ¢

Para calcular la integral respecto a 6 consideremos que podemos escribir
qym!t _ mi+q mi+q
Wy =AY+ BY T
Asi, la integral angular toma la forma

Iang = A5l2,l1+15m2,m1+q + B5l2,l1—15m2,m1+q~

De este modo obtenemos la regla de seleccién obtenida previamente Am = 0, £1. Ademas
obtenemos la regla de seleccion Al = £1. Estas reglas pueden ser interpretadas como
una consecuencia de la conservacién de momento angular. Por otro lado, el hecho de que
las transiciones con Al = 0 estdn prohibidas lo podemos asociar con el argumento de
paridad discutido previamente.

6.2. Atomo de dos niveles

En esta seccién haremos una simplificacion de la estructura atomica para estudiar
la interaccién de atomos con luz. Consideraremos que el dtomo consiste inicamente de
dos niveles y no una infinidad. Al final de esta seccién quedara claro en qué casos esta
aproximacion es valida.

Coeficientes A y B de Einsten

En 1917 Albert Einstein propuso los siguientes mecanismos presentes en la interaccién
con atomos. Einstein formuld esta teoria cuando la mecanica cuantica estaba ain en
gestacién. Sin embargo, las ideas presentes en su tratamiento siguen teniendo su lugar
para explicar este comportamiento.

Einstein propuso tres mecanismos de interacciéon con fotones resonantes (su energia
corresponde a la diferencia de energia entre los niveles):

= Absorcién: un atomo absorbe un fotén y su estado cambia del estado base a un
estado excitado.

= Emisiéon espontianea: Un atomo en un estado excitado decae al estado base emi-
tiendo un fotdn.
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= Emision estimulada: Un atomo inicialmente excitado se encuentra en la presencia
de n fotones. En un evento de emisién estimulada el atomo pasa al estado base
emitiendo un fotén con las mismas propiedades que los n fotones presentes.

Consideremos ahora un conjunto de atomos de dos niveles interaccionando con luz
de esta manera. Sean N; y N» la densidad numérica de dtomos en los estados 1 y 2.
Entonces, las ecuaciones de Einstein para el estado excitado es

% = —A21N3 — Ba1p(w)Na + Biap(w) N1,
aqui, p(w) es la densidad de energia del campo electromagnético en el intervalo de fre-
cuencia w y w + dw. El primer término corresponde a emisiéon espontanea, el segundo
corresponde a emisién estimulada y el tercero a emision absorcidon. Por consistencia,
Nj + Ny = N debe ser constante por lo que % = —%.

Notemos primero que en ausencia de campo electromagnético (p(w) = 0), si comenza-
mos con atomos en el estado excitado tenemos una evolucién temporal de la forma

Ng(t) = NQ(O) eXp(—Aglt).

Podemos encontrar facilmente la solucién estacionaria al considerar % = % = 0.

En este caso
Ny 1

N+ T Ay Bay ”
1 Biap(w) Bi2

Einstein ided un ingenioso argumento para encontrar las relaciones entre los distintos
coeficientes. Si colocamos nuestro conjunto de atomos en una regién de radiacién de
cuerpo negro tendriamos que la densidad de radiacién p(w) esta dada por la Ley de

distribucion de Planck:
8mh 1

A3 exp(hw/ksT) — 1"

Por otro lado, de acuerdo a la estadistica de Boltzmann la razén entre las poblaciones
esta dada por

plw) =

Ny g0 1
~ = —exp(lw/ksT) = " Ay Bot’
Ny g1 B12/27%w) + Bf?;

donde g; y g2 toman en cuenta la degeneracion de los estados; si consideramos sélo un
estado base y uno excitado entonces g; = go = 1. Despejando p(w) obtenemos

( Aoy 1
plw) = ==
By (731291 exp(hw/kgT) — 1)

Ba1g2

Como esta debe ser equivalente a la distribucion de Planck podemos identificar las si-

guientes relaciones

A 8h
Bizl = ﬁ; 31291 = 32192‘
1
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Para g; = go = 1 tenemos que By; = Bio. En este caso

Ny 1

~ _87h ’
L W T

y notamos que No/Nj < 1. En el limite p(w) — oo, tenemos N = Nj.

Podemos refinar este modelo considerando que los fotones pueden ser emitidos o ab-
sorbidos con una distribucién de frecuencias. Para esto definimos una funcién de forma
s(w) que cumple fooo s(w)dw = 1. Con esta consideracién, la ecuacién de taza de Einstein
toma la forma

dN oo (0.9]
d—tz = —Ay Ny — BglNg/ plw)s(w)dw + B12N1/ p(w)s(w)dw,
0 0

Luz de banda ancha El caso de luz de banda ancha ocurre cuando la distribucién p(w)
es mucho mas ancha que s(w). En este caso podemos considerar p(w) constante en la
integral y obtener

o (@)
| plersteo)d = plan) [ s(w)d = plen).
0 0
En este caso obtenemos el caso inicial.

Luz monocromatica En el caso converso, cuando s(w) es mucho mas ancha que p(w)
podemos considerar

/0 N p(w)s(w)dw ~ $(Weampo) /0 > o(w)de

La integral del lado derecho es la densidad de energia total sumada sobre todas las
frecuencias. Denotemos esto por p. En este caso la ecuacién de Einstein toma la forma
dNo
W = _A21N2 - BQIN2S(wcampo)p + BIQNIS(wcampo>p'
La densidad de energia total estd relacionada con la intensidad a través de p = I/c por
lo que podemos escribir
dNo o(w)I

- AN,y —
dt 22T T

[No — Ny,

para esto hemos definido la seccion eficaz de absorcion

)\2
o(w) = Aglis(w).
La seccién eficaz tiene unidades de area y estd definida de tal modo que o(w)I es la
potencia absorbida por un dtomo al ser irradiado por un haz con intensidad I (en el

régimen de baja excitacién, lejos de efectos de saturacién).
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Como resultado de la discusién anterior, podemos afirmar que la taza por unidad de
volumen a la que los atomos son excitados por la luz esta dada por

o(w)I
hw

Por otro lado, el coeficiente de absorcion estd definido en la ley de Beer-Lambert a través
de

[Ny — Nq]. (13)

al

dz
Multiplicando la ecuacién 13 por hw obtenemos la taza de absorcién de energia por
unidad de volumen o lo que es lo mismo, la taza de absorcion de intensidad por unidad
de longitud. De este modo podemos hacer la identificacién con el coeficiente de absorcién
para obtener

—a(w)I(z).

a(w) = —o(w) [N2 — Nq].
Obteniendo Ny — Np de la solucion estacionaria obtenemos
_ o(w)N
o (W) -
142 mm

Para intensidades pequenas, el coeficiente de absorcién es o(w)N mientras que al au-
mentar I la absorcién disminuye. Este modelo contradice la expectativa resultante de
modelos clasicos donde la absorcién es constante.

Atomo cuantico y luz clasica: evolucién coherente.

9)

Ahora estudiaremos a detalle el comportamiento de el &tomo de dos niveles de acuerdo
a la ecuacion de Schrodinger. Para esto consideraremos dos estados posibles para el
atomo: un estado base |g) y uno excitado |e) con energia fuwy por arriba de la del estado
base. Usando estos kets podemos escribir el Hamiltoniano atémico como

H, = huwole) (e].

El Hamiltoniano de interaccién es el antes mencionado

A ~

Hint — _d . g(t).
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Nos sera ttil expresar el operador dipolar en términos de |g) y |e). Para esto, aplicamos
la identidad de la forma |e) (e] + |g) (9] = 1 a ambos lados del operador dipolar d
obteniendo

d = (e[d|e) ) {e| + (gld]e) |g) (e| + {eld|g) [€) (9] + (g]d]g) |9} {g] -
Por otro lado,A al analizar la paridad del operador dipolar encontramos que los elementos
de matriz (a|d|b) de este operador sélo son distintos de cero si los estados |a) y [b) tienen
paridad opuesta. Por lo tanto, (e|d|e) = (g|d|g) = 0 y podemos escribir al operador
dipolar como

d = (gldle) (o +0),
donde 6 = |g) (e].

El Hamiltoniano total que consideraremos serd

H = Hy+ Hy =l le) (e] — (gldle) - E (ef + &T) :

Aproximacion de onda rotante Si escribimos el campo eléctrico como

Elt) = é% (e7™t 4 ™)

= EBM) + £ ).
y el operador dipolar
d = (gldle) (5+67),
=d® +d),
el Hamiltoniano de interaccién toma la forma
H, = —-dPeH @) —aDeH ) —dP e () —d e (1),

Por otro lado, si consideramos tinicamente H , y calculamos el valor esperado de 6 y 67
encontraremos algo proporcional a e~ ™ot y 0! respectivamente. Tomando en cuenta
ademas la dependencia temporal de el campo eléctrico notamos que los primeros dos
términos oscilan con una frecuencia w 4+ wy mientras que los segundos oscilan con una
frecuencia w — wy. Consideraremos que w ~ wqg y definimos la diferencia de frecuencias

0= w— wg.

La aproximaciéon de onda rotante consiste en prestar atencién a la dindmica lenta e
ignorar los términos que oscilan con frecuencia w + wp pues estos se promedian a cero
para tiempos tipicos de observacién. En una situacion realista w+wqg es de varios cientos
de THz mientras que los mejores detectores existentes reaccionan a frecuencias de unos
cuantos GHz. De este modo, el Hamiltoniano de interaccién que consideraremos es

H,, = —cAi(JF)E(*)(t) —de)e) (t).

Si trataramos al campo eléctrico como un campo cuantico, el primer término de este
Hamiltoniano corresponderia a emisiéon de un fotén y deexcitaciéon del 4tomo mientras
que el segundo es el proceso inverso de absorcién de un fotén y excitaciéon del atomo.
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Frecuencia de Rabi Un parametro importante para describir la dindmica del atomo es
la frecuencia de Rabi. Para motivar su definicién podemos masajear el Hamiltoniano de
interaccién y reescribirlo de la siguiente manera

o = = (glé - dle) (&5 e + £ atemior)

_ @ (a,eiwt + a,'i‘ef’iwt> )

Aqui, hemos definido la frecuencia de Rabi 2 que cuantifica la amplitud del campo
eléctrico y estd dada por

0_ 2lgle-di) & (gle-dle) &
N h N h '

Marco de referencia rotante Para deshacernos de la dependencia temporal podemos
cambiarnos a un sistema de coordenadas para el espacio de Hilbert que sea rotante con
frecuencia w. Para este propdsito definimos la transformacién unitaria

U = exp (iwt |e) (e]) .

Este operador lineal unitario transforma kets |¢)) a kets del marco de referencia rotante
[)) por medio de [¢)) = U |1h) o bien |[p) = UT|1)). El ket rotante deberfa también de
satisfacer la ecuacién de Schrodinger para cierto Hamiltoniano. Podemos encontrar el
Hamiltoniano del ket rotante partiendo de la ecuacién de schrédinger original

ihdy [v) = H 1)
ihoy(UT [0)) = HUT |4h)

Expandiendo la derivada temporal y notando que 0 = 8,(UU") = (8,0)U" + U(8,U")
reescribimos esta ecuacién como

ihdy ) = [UﬁUT + m(atﬁ)m] 1),
por lo que el Hamiltoniano se transforma mediante la ecuacién
H=UH0 +ih(0,0)07
Finalmente con esta transformacién el Hamiltoniano del problema resulta en
ﬁ:h5]6><e|+? (&+6T),

cuya representacién matricial en la base |g), |€) es

ﬁ:h(Q(}z %/52)
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Para un estado arbitrario de la forma |1(t)) = ¢,(t) |g) +é(t) |e), que podemos escribir
de forma matricial como

la ecuacion de Schrodinger resulta en

. Q2

Cg = —igCe

- Q e
Co = —15% — 10Ce.

Noétese que no ponemos una tilde en ¢, pues en el marco de referencia rotante ¢, = ¢
mientras que ¢, = c.e™?.

Interaccion resonante En el caso de resonancia exacta (§ = 0), las ecuaciones acopla-
das se reducen a

) A

Cg = _ZECG
- Ry

Ce = —2569.

Podemos desacoplarlas derivandolas y sustituyendo las ecuaciones originales. De este
modo obtenemos las ecuaciones desacopladas

Q 2
ég = — (2> Cg
. 0\ 2
Ce=—| =) cCe.

Estas son las ecuaciones para un oscilador armonico cuya solucion general, considerando
las condiciones iniciales es

cg(t) = ¢4(0) cos @t) — ié.(0) sin <2t>
Ze(t) = &(0) cos (2t> — icy(0) sin <2t> .

Ejemplo: d&tomo inicialmente en estado base Consideremos el caso con ¢4(0) =1y
¢e(0) = 0. Esta condicién inicial obedece la normalizacién |cg|? + |é|* = 1. La solucién

ot s (%)

i -isn (1)
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Las probabilidades correspondientes para el estado base y excitado son

Py(t) = |cg(t)* = cos? <(22t> = %(1 + cos Ot)

Po(t) = |eu(t)]2 = sin? <§t> - %(1 ~ cos Q).

Las soluciones obtenidas son periédicas con periodo T' = 27 /Q. Activando el campo
eléctrico por un tiempo 7/2, un dtomo inicialmente en estado base terminara en el
estado excitado con probabilidad 1. Por otro lado, un pulso con duracién 7'/4 cambiara
un atomo del estado base a un estado de superposicién.

Estados vestidos Si calculamos los eigenvalores del hamiltoniano obtendremos

)
EFr=——+—
2 2
donde 2 = v/Q2 + 62. Los eigenvectores correspondientes a un sistema de dos dimensio-
nes siempre pueden ser escritos como

|[+) = sin6 |g) + cos B |e)
|—) = cosf|g) —sind |e) .

Para este caso 0
tan20 = ——.
1)

Los estados |[4+) y |—) son conocidos como estados vestidos del atomo. Para 2 = 0,
si si graficamos los eigenvalores de los estados respecto a § obtendremos dos rectas que
se cruzan en § = 0. Por otro lado, si 2 > 0 la degeneracién se rompe y obtenemos un
“cruce evitado” de los niveles de energia. Los cruces evitados ocurren comtinmente en
mecdnica cudntica y aqui tenemos un ejemplo prototipico de este fendmeno. Para el caso
de 0 > Q podemos identificar los estados vestidos con los estados originales |e) y |g).
Sin embargo, cerca de resonancia los estados se mezclan y las energias cambian.

Atomo de dos niveles usando matriz de densidad: evolucion incoherente

Ahora analizaremos el mismo problema representado al estado usando una matriz de
densidad y en vez de usar un ket. Para una matriz densidad, la ecuacién de evolucién es
=z 1.2
p=—7H, 0
iwt

Cabe destacar que como ¢4 = ¢4 y Ce = c.€“", Unicamente los términos fuera de la

diagonal van a diferir en el marco rotante de su contraparte en el marco no rotante. Con
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esta definicién obtenemos cuatro ecuaciones differenciales correspondientes a cada una
de las componentes de p. Las ecuaciones resultantes son

e =S s~ 1)

Dge = —%(pee — Pgg) + 6P
ey = 0 — 1) — 107,
oo =~ 5 e = )

La razoén por la que usamos la matriz de densidad es que nos permite modelar procesos
no unitarios. En particular podemos incluir el efecto del decaimiento. No justificaremos
a detalle el origen de estos términos pues eso requiere un curso completo de dptica
cuantica, sin embargo, discutiremos cada uno de ellos. Para § = € = 0, los términos
adicionales de decaimiento son

pee = —L'pec

Do = —VLPge
Peg = =V LPeg
Pgg = T pgg-

La poblacion del estado excitado ahora decae a una taza I' y la poblaciéon del estado
base aumenta correspondientemente. Estos términos tienen exactamente la forma de
las ecuaciones de taza de Einstein si hacemos la identificacién de p.. y p, con N./N y
Ny/N. De este modo podemos identificar Az; = I'. Por otro lado, por consistencia, el
decaimiento 7, debe cumplir v, > I'/2. Por esto definimos

r
’.YJ_:§+707

donde 7. modela la decoherencia adicional a la minima I'/2 necesaria para mantener la
consistencia.Por ejemplo, v, modela efectos debido a colisiones entre dtomos o campos
electromagnéticos ruidosos de fondo. Para 7, = 0, las ecuaciones para la matriz de
densidad para un atomo de dos niveles con decaimiento son

. RO .
Pee = +7f§(p69 - pgﬁ) —I'pee

- Q e r
Pge = _15(,06@ - ng) - Z6pge - 5/096

Q o .
(pee - pgg) + Zépey — 5 Pey

peg = +Z§ 2
: Q.
Pgg = _li(peg - pge) + Ppee-

Estas son conocidas como las ecuaciones épticas de Bloch.
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Debido a que agregamos términos de disipacion, existiran ahora soluciones estaciona-
rias al problema. Podemos encontrar estas soluciones haciendo d;p = 0 encontramos

Q2/F2
pec(t = 00) = 262 Q2
1+ (%) +2%
Y 210
0 14+
Peglt = 00) = T

T 20\2 | 502"

1+ (T) + 2ﬁ
Podemos encontrar las otras componentes de la matriz de densidad considerando sus
propiedades

Pee T Pgg = 1

ﬁﬁg - pge'

Propiedades macroscépicas Las ecuaciones épticas de Bloch nos permiten calcular el
estado de un conjunto de dtomos de dos niveles interaccionando con un campo clasico.
Ahora veremos cémo relacionar esto con propiedades mcroscopicas de un medio com-
puesto de estos atomos.
La respuesta 6ptica de un medio dieléctrico a un campo externo £ puede escribirse
como
P = eox(w)e™), (14)

donde P es la polarizacién del medio y el superindice (4) indica que hablamos de la
componente rotante positiva. El factor de proporcionalidad x(w) es la susceptibilidad del
medio y puede, en general, tomar valores complejos. La susceptibilidad es de particular
interés pues estd relacionada con el indice de refraccién nef = (/€rfir, con €. y p, la
permitividad y permeabilidad relativas. Para un gas atémico u, =~ 1 por lo que

nref%\/a: \/1+X%1+X/27

si x es pequena.

Por otro lado, podemos relacionar la polarizacion del medio con propiedades mi-
croscopicas tomando en cuenta que estd relacionado con el momento dipolar del atomo
por

P = (dM) = nTr[pd™] = n (g|d|e) Tr[po] = n (g|d|e) pe,,

con n la densidad numérica de dtomos. Juntando esto con la ecuacion 14 y usando la
definicién de la frecuencia de Rabi podemos obtener la susceptibilidad

_ 2 (g]d]e)* _ _2n <g]d|e>21' 1+ 2%‘5
FLEOQ g hﬁ() T 1 + (%)2 + 2%;
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Efectos mecanicos de la luz sobre los atomos

Ahora consideraremos los efectos mecanicos que la luz produce sobre los a&tomos. Para
esto, serd necesario considerar la posicién del atomo como un grado de libertad adicional.
De este modo, el Hamiltoniano atémico ahora tiene la forma

. P
HA == ﬁw(]’6> <e‘ +%

Ademads, consideraremos la variacién espacial del campo eléctrico tomando ahora la
forma

El Hamiltoniano de interaccién en el marco de referencia rotanto, tomando en cuenta la
aproximacién de onda rotante, resulta en este caso

Engcr@w+9@ﬁj.

Noétese que debido a la dependencia espacial de €2, ya no podemos suponer sin pérdida
de generalidad que €2 es real por lo que no necesariamente 2 = Q*. De igual manera,
para el Hamiltoniano atémico en el marco rotante obtenemos

X ﬁ2
HA = —h(”e) <€‘ + %

Comenzaremos obteniendo el operador de la fuerza usando la ecuaciéon de Heisenberg
« dp 7 A A

F="=_[Hp =-VH,.,
dt h[ 7p] v in

donde hemos usado que p = —ihV y

(0 9) = [ " B V68~ [ 60V (Hi(x)) da
- [ Teed— [ VHim)wx)d%— [ 0t Tuds
—/¢*(x) VHmt) Y(x)de.

Por lo tanto, la fuerza estda dada por

F= —g (VQ*(X)& + va(x)fﬁ) .
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Serd 1til hacer una descomposicién polar de la frecuencia de Rabi escribiendo Q(x) =
|Q(x)]e**™). De este modo,

VQ(x) = VIQe™ 4 i(V¢)|Qe = Q (T}if' - N¢> .

El valor esperado de la fuerza entonces esta dado por

HY* <vmy

(F) = Tr[pF] = = Q]

—iV¢ <&>) +e.c.

En el caso en que el 4tomo se encuentra en reposo o se mueve lentamente comparado
con escalas de tiempo I'"! podemos usar las soluciones estacionarias para evaluar (&)
y <&T>. Solucionando las ecuaciones épticas de Bloch, tomando en cuenta ahora que 2
puede ser compleja obtenemos

P 1+ 22 - i
“ LA <%)2+2|¥7|22 2(I/2 —id)(1 + )
(1%

Poe = oM /2 +i0)(1 + 5)’
donde hemos definido el parametro de saturacién s como

o) — — 12
2[(T/2)% + 2]

Asi la fuerza toma la forma

_ hs viQ T B
=113 {—5 + 2V¢] = (Fap) + (Fraa) -

El término proporcional a V|| es la fuerza dipolar mientras que el término proporcional
a V¢ esta relacionado con la presion de radiacion resultante la absorciéon y emision
espontanea. Para 6 > I la fuerza dipolar domina mientras que si 6 < I la fuerza de
presion de radiacion domina.

Podemos reescribir el término de presién de radiacién como

(Fraa) = Tpec(x,t = 00) iV (%),

donde usamos p..(t — o0) = (s/2)/(1 + s).
Para una onda plana, ¢(x) = k - x, la fuerza de presién de radiacién toma la forma

(Fraa) = Ip.o(x,t — 00)hik.

La fuerza de presién de radiacién puede interpretarse como la taza de dispersién de
fotones multiplicada por el momento de recula de un fotén. La fuerza ocurre en la
direccién de propagacién de la onda plana k.
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hk > ‘Q ‘—hk

Figura 6: Esquema de melaza 6ptica. Dos haces contrapropagantes con niimero de onda
k inciden sobre un atomo con velocidad v.

Por otro lado, la fuerza dipolar puede reescribirse como
ho
<Fdip> — 75v10g(1 + S) — *V‘/;ip

Muy lejos de resonancia (6 > I') podemos aproximar el potencial dipolar por

hQ(x)[?
Vaip & BT

6.3. Aplicacion: enfriamiento laser

Una aplicacién muy directa de los temas que hemos estado estudiando (estructura
atémica e interaccién de dtomos con luz) es el enfriamiento ldser de gases atémicos. En
esta seccion exploraremos los principios detrds de distintas técnicas de enfriamiento que
nos han permitido alcanzar las temperaturas mas bajas del universo.

Melaza éptica

Como vimos en la seccién anterior, cuando un haz de luz incide sobre un atomo con
una frecuencia cercana a la resonante del atomo éste ejerce una fuerza radiativa sobre el
mismo. Esta fuerza tiene la forma

or YT

2 2 2
1+ 45 +2% 1+ 47

Frad(é) — hk

Donde hemos considerado que la intensidad de el haz es baja, es decir, la frecuencia de
rabi es menor que el desentonamiento (2 < 4).

Ahora consideremos que un atomo se mueve con velocidad v y se encuentra entre dos
haces contraprograpantes como se muestra en la Figura 6. Debido al efecto Doppler,
si un haz con vector de onda k tiene un desentonamiento § con un atomo en reposo,
para un atomo con velocidad v el desentonamiento efectivo serd d.s = d — k- v, que en
una dimensién es d. = § — kv. Esto significa que para los dos haces contrapropagantes
tenemos la fuerza total

Eotal = F‘rad((s - kv) - Frad(6 + k”U)

Para kv < §, que ocurre a bajas velocidades, podemos hacer una expansién en serie de
esta expresién alrededor de §. Asi, obtenemos

_ a}Plrad a-Fjrad _ aF’rbu:l _
Fiota = Fraa(0) — kv 95 (0) — Fraa(0) — kv 95 (6) = —2kv 95 (6) = —aw.
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Figura 7: Esquema de funcionamiento de trampa magneto 6ptica.

Podemos notar que la fuerza resultante es una fuerza proporcional a la velocidad como
es el caso para una fuerza de amortiguamiento. El coeficiente de esta fuerza estd dado
por

OF.a 52 40/T

96 T2 (1 + 462/T2)2°

Para § < 0 la fuerza resultante se opone al movimiento mientras que para d > 0 la
magnitud de la velocidad aumenta debido a esta fuerza. Obtuvimos estas ecuaciones
para un sistema unidimensional pero si se colocan un par de haces contrapropagantes
en cada dimensién se obtendra una fuerza de amortiguamiento en todas las direcciones.

a =2k (5) = —4hk

Trampa magneto-6ptica

La melaza éptica es un método muy efectivo para enfriar una nube atémica, sin em-
bargo, no provee ningiin mecanismo de confinamiento por lo que con el tiempo la nube
saldré de los haces de enfriamiento debido a gravedad o difusion. Agregando campos
magnéticos a este arreglo podemos generar confinamiento, creando lo que se conoce co-
mo una trampa magneto-éptica o MOT, por sus siglas en inglés. Este confinamiento
es un resultado conjunto del efecto de la luz y los campos magnéticos. Para entender
este mecanismo es necesario fijarnos en la estructura interna del dtomo. Ahora conside-
raremos el caso mas sencillo en el que este efecto ocurre y es para un atomo con una
transicién J = 0 — J = 1. Al igual que como hicimos en la discusién de la melaza, consi-
deraremos el caso unidimensional a lo largo del eje x; la generalizacién a tres dimensiones
es directa. Este esquema se muestra en la Figura 7. Para realizar una MO'T, es necesario
aplicar un gradiente de campo magnético a lo largo del eje x, produciendo un cambio en
la energia de los subniveles magnéticos que depende de la posicién. En la figura hemos
elegido el eje x como eje de cuantizacion. Ademads, los haces de luz incidentes tienen la
polarizaciéon indicada en la figura y un desentonamiento negativo.
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El centro de la trampa coincide con el cero del campo magnético. Cuando un dtomo
se mueve hacia z > 0, la transicién |J =0,m; =0) — |[J=1,m,; = —1) se vuelve
resonante. Debido a las reglas de seleccion, esta transicién sélo puede ser inducida con
un haz con polarizacion ¢~ . De este modo, la fuerza sobre el 4tomo sera en la direccién
x < 0. De manera andloga, si un atomo se encuentra en x < 0, la fuerza lo empujara
hacia el centro.

De manera més cuantitativa, la fuerza total sobre un atomo con velocidad v sujeto al
esquema de la trampa magneto éptica es

Fuor = FZ, (0 — kv — fw) — F, (6 + kv + ),

El término %Sz es resultado del efecto Zeeman, donde Bz = WTB%SC. Nuevamente, si
hacemos una expansién en serie de estas fuerzas obtenemos

8‘}711‘21(1
00

a-Flracl
00

a-Flracl
00

(0)(kv + Bz) = —av — %ﬁx.

Fuor = —2kv (0) — 2Bz (0) =—2
El desbalance entre las fuerzas de radiacion entre las fuerzas radiativas causa una fuerza
restauradora con constante de resorte a3/k. El limite de temperatura alcanzado con
estas técnicas esta entre 10 pK y 500 pK.

El arreglo de haces y bobinas tridimensional se muestra en la Figura 8.

Figura 8: Trampa magneto optica tridimensional.

Desacelerador Zeeman

Tanto en el tratamiento de la melaza 6ptica como en el de la trampa magneto éptica
hicimos la suposicién de tener a los 4&tomos a baja velocidad. Sin embargo, a temperatura
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U

Figura 9: Desacelerador Zeeman.

ambiente este no es el caso. Para llevar a los &tomos inicialmente a temperatura ambiente,
a una velocidad que puede ser capturada por la MOT podemos usar un desacelerador
Zeeman.

Consideremos un haz de atomos que sale de un horno con una velocidad promedio vg.
Para disminuir su velocidad podemos simplemente hacer incidir un haz en la direccién
contraria al su movimiento como se muestra en la Figura 9, de tal manera que en el
marco de referencia del d&tomo la luz sea resonante. Sin embargo, si la luz disminuye la
velocidad del 4tomo, dejard de ser resonante debido al efecto Doppler. La ingeniosa idea
detras de un enfriador Zeeman es utilizar un campo magnético para compensar por el
cambio debido al efecto Doppler y, de este modo, lograr una desaceleraciéon constante.

El desentonamiento efectivo d.¢ en el marco de referencia del atomo, incluyendo el
efecto de un campo magnético y el efecto Doppler es

gupB

5eH:5+kv_ h

Si queremos que el desacelerador Zeeman actie de manera efectiva requerimos que . =
0 para siempre aplicar la méxima fuerza.
Para una desaceleracion constante —ag en la direccion x, la velocidad de los atomos

debe satisfacer
v(x) = \/v3 — 2apz,

donde vg es la velocidad inicial de los 4&tomos. Combinando estas ecuaciones encontramos
que el campos magnético debe satisfacer

h
B(z)= — (6 +ky/v2 -2 )
(z) QMB< v§ — 2a0x

2
El valor de ag estd determinado por el valor en resonancia F,,, = hk /T

1+202/T2"
Un desacelerador Zeeman es entonces un tubo alrededor del cual se colocan una serie
de bobinas para generar este campo magnético deseado. En combinacién con un haz de

luz este resulta en una fuente eficiente de atomos frios.
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7. Moléculas

7.1. Enlaces Quimicos

Esta seccién serd una pequena introducciéon de quimica para fisicos. Desde el punto
de vista de un quimico, los atomos forman distintos tipos de enlaces dependiendo de el
tipo de atomos involucrados y, en particular, de su posicién en la tabla periédica. En
esta seccién discutiremos distintos tipos de enlaces: covalentes, ionicos, van der Waals,
metalicos y puentes de hidrégeno. Todos estos tipos de enlace son resultado de la ecuacion
de Schrodinger y un enlace especifico podria tener propiedades de varios de estos tipos
de enlace. Sin embargo, resulta 1til hacer esta clasificacién para entender de manera
intuitiva sus aspectos principales.

Enlace lénico

El principio de los enlaces iénicos es que para ciertos compuestos, por ejemplo NaCl, es
energéticamente favorable que un electron sea transferido de un atomo al otro, dejando
dos iones con carga opuesta que se atraen mutuamente. Este proceso puede escribirse
como

Na+ Cl — Na®™ + Cl- —— NaCL

Para saber si dicho proceso es factible, debemos prestar atencién a la energia asociada
con la transferencia del electrén.

Podriamos proceder, el principio, resolviendo la ecuacién de Schrédinger para el caso de
los atomos neutros, del ion positivo y el negativo y comparar las eigenenergias obtenidas.
Sin embargo, dada la dificultad de esto existen varias otras maneras de obtener estas
energias como con métodos espectroscépicos. Por esto es ttil considerar la energia de
ionizacién (energia necesaria para quitar un electrén) y la afinidad electrénica (energia
liberada al crear un ion negativo a partir de un d4tomo neutro).

La tendencia en la tabla periddica es que la energia de ionizacién crece de izquierda
a derecha. En menor medida, la energia de ionizacién es menor para elementos en la
parte baja de la tabla. De manera similar, la afinidad electrénica es mayor en la esquina
superior derecha de la tabla si excluimos la columna de los gases nobles para los cuales
no hay una afinidad electrénica medible.

La energia total resultante de transferir un electrén del atomo A al d4tomo B es

AEA+B—>A++B* = (Eionizacién)A - (Eaﬁnidad)B-

Esta es la energia para transferir un electrén entre dos atomos muy lejanos que no
interaccionan. Ademas existe la energia de cohesién que resulta de unir los dos iones
atémicos. Con esto, la energia de enlace es

AEIA-}—B—»AB = (Eionizacién)A - (Eaﬁnidad)B - (Ecohesién)AB-

Existira un enlace iénico siempre que esta energia sea negativa.
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Una cantidad usualmente utilizada por quimicos para determinar si es probable que
un electron sea transferido de un atomo a otro es la electronegatividad. Existen varias
definiciones de la electronegatividad de un elemento. Una de ellas que es util y particu-
larmente simple es la definiciéon de Mulliken

Eionizacién + Eaﬁnidad

Electronegatividad = 5

Esta cuantifica la tendencia de un 4tomo a atraer electrones. En un enlace, el electrén
siempre es transferido del dtomo de menor electronegatividad al de mayor. Entre mayor
sea la diferencia, mas estard confinada la funcién de onda electrénica a la cercania del
atomo receptor. Si la diferencia es pequena, la funcién de onda electrénica tendra un
traslape significativo con ambos atomos.

Los sélidos formados a través de enlaces idnicos tienen propiedades en comun. Por
ejemplo, suelen ser duros y tener una temperatura de fusién alta, debido a que la in-
teraccién de Coulomb entre iones opuestos es fuerte. Sin embargo, debido a que las
moléculas de agua estan polarizadas puede disolver facilmente un sélido iénico. Esto
ocurre pues el agua puede apantallar la carga de los iones y romper los enlaces. Final-
mente, los electrones en un ion suelen estar fuertemente ligados por lo que los materiales
formados por estas moléculas son aislantes.

Enlace covalente

En un enlace covalente los electrones son compartidos equitativamente por los atomos
involucrados. Este tipo de enlace ocurre paradigmaticamente entre dos dtomos del mismo
elemento. Podemos considerar un modelo simplificado para entenderlo.

Consideremos el dtomo de hidrégeno como una caja de longitud L. Su es

_ n2h2r?
2mI?’

con el estado base ocurriendo para n = 1.

Al acercar dos de estos atomos, un electrén en el estado base compartido entre ellos
puede ahora ocupar el espacio de las dos cajas. En una caja del doble de longitud el
electrén tiene una menor energia

g 7
2m(2L)?

Si cada dtomo inicia con un tnico electrén de valencia entonces los dos electrones pueden
ocupar el estado base de la caja; uno con espin positivo y otro negativo. Siempre y cuando
esta energia no sea superada por la repulsiéon Coulombiana entre los nticleos y electrones
se tendra un enlace covalente.

Por otro lado, si partiéramos de un caso en el que los atomos tienen dos electrones
cada uno, al acercarlos y formar la caja de longitud 2L no es posible que los cuatro

63



electrones ocupen el estado base. Por lo tanto, algunos de estos electrones ocuparan el
primer estado excitado de la caja cuya energia es

_ R*(2m)?
-~ 2m(2L)?°

De este modo, el enlace covalente de estos atomos es menos favorable. Mas aun, al
considerar la repulsiéon de Coulomb veremos que un enlace por este mecanismo no es
energéticamente favorable.

Ahora analizaremos el enlace covalente desde un punto de vista mas cuantitativo. Con-
sideremos el Hamiltoniano para dos dtomos de hidrégeno. Como los niicleos son pesados
en comparacion a los electrones, los consideraremos fijos y resolveremos la ecuacién de
Schrodinger dejando la distancia entre los niicleos como pardametro. Este método de fijar
la posicion de los ntcleos es conocida como la aproximacién de Born-Oppenheimer.

Por simplicidad consideraremos un unico electrén sujeto al efecto de dos nicleos idénti-
cos. Escribimos el Hamiltoniano como

H=FK+WVi+,

con -
.
2m
la energia cinética del electrén y
o2

Vie—
" 4meo|r — Ry

la interaccién electrostatica entre el electrén en la posicién r y los nicleos en posicién R;;.
En este caso especial, la ecuacién de Schrodinger puede ser solucionada analiticamente.
Sin embargo, hacer esto no es muy esclarecedor por lo que procederemos con el método
variacional. Consideremos una funcién de prueba formada por los orbitales atémicos de
la forma

) = e [1) + a2 ]2),

donde estos orbitales son los estados de menor energia que solucionan los problemas de
eigenvalores

(K +W)[1) =eo 1)
(K +V3)[2) = e0[2).

Nétese que una mejor aproximacién podria obtenerse al incluir méas orbitales atémicos en
nuestra funcién de prueba. Ademads haremos la, muy burda, aproximacién que (i|j) = d;;.
El resultado obtenido no depende de si estos orbitales son ortogonales o no y la suposicion
simplificard nuestros calculos significativamente. Una ecuacién de Schrédinger efectiva
puede escribirse para nuestra funcion variacional. Esta ecuacién toma la forma de una
ecuacién de eigenvalores
Z Hz'jaj = EO&Z‘,
J
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con H;j = (i|H|j) una matriz de 2x2.
Escribiendo este sistema como una ecuacion matricial obtenemos

e0+J —t* ar \ > o1
—t e0+J o ) as )’

— (1[Ve[2) = = (1|V1]2)

donde por convencién

J = (1[Wa[1) = (2[1[2).

Podemos utilizar nuestro conocimiento de el a&tomo de dos niveles para interpretar esta
ecuacién de eigenvalores. Los orbitales |1) y |2) tienen aproximadamente una energia e
que, debido a la presencia del otro nucleo, es alterada por una candidad J. El término
fuera de la diagonal ¢ tiene el efecto de hacer que los electrones “salten” de un orbital
al otro.

Si diagonalizamos esta matriz obtenemos las energias

Ey =e0+J +t].

y los eigenestados para t > 0 son

|¢ligante> = (‘1> + |2>)

(\1> 12))

Sl

‘wantiligante> =

Sl

Otros Orbitales Moleculares

En la seccién anterior construimos los orbitales moleculares ligantes y anti-ligantes de
H; . Para encontrar los orbitales moleculares procedimos usando el método variacional
en el que nuestra funcién de prueba era una combinacién lineal de dos orbitales de estado
base 1s para el &tomo de hidrégeno, cada uno centrado en cada uno de los protones que
consideramos. Una extensiéon natural a este procedimiento consiste en considerar mas
orbitales atomicos como parte de nuestra funcién de prueba. El propdsito de este ejercicio
sera explorar las propiedades de moléculas mas complejas que H;

Simetrias y nimeros cuanticos: notacion espectroscépica El potencial V' resultante
de los dos protones es simétrico con respecto a rotaciones respecto al eje formado por
Rs — Ry al que podemos llamar el eje z. Esto significa que el Hamiltoniano del electrén
no depende en la variable ¢. Esto a su vez significa que H conmuta con L.. Por lo
tanto, los eigenestados de H también serén eigenestados de L, y los podemos clasificar
de acuerdo a mh.

Por otro lado, el potencial V' también es simétrico bajo una reflexién respecto a cual-
quier plano que contenga a Ry y Rs. Bajo tales reflexiones, un eigenestado con eigenvalor
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mh se transforma en uno con eigenvalor —mh. Debido a esta invariante, la energia de
estados estacionarios sélo puede depender de |m)|.

En analogia con la notacién espectroscépica, se etiquetan a los distintos estados mo-
leculares segun |m| siguiendo la convencién |m| =0 <> o, |m| =1 < 7, |m| = 2 < 0.
Por ejemplo, para el caso anterior donde consideramos al electrén en una combinacién
de dos orbitales 1s, éste no tiene momento angular total por lo que son orbitales tipo o.
Esta notacién no depende del hecho de que los dos ntcleos sean iguales asi que es valida
para moléculas héteronucleares.

Existen otros dos tipos de simetria que sélo se presentan en moléculas diatémicas
homonucleares. La primera es la reflexién respecto al punto entre R; y Ro. Esto significa
que las eigenfunciones deben tener una paridad definida respecto a este punto. Para
moléculas se suele utilizar la notacién en alemédn donde g (“gerade”) indica orbitales
simétricos y u (“ungerade”) indica orbitales antisimétricos respecto al punto de reflexion.
La dltima simetria que consideraremos tiene que ver con una reflexion respecto al plano
que bisecta al segmento entre R; y Ra. A esta operacién también se le puede asignar un
tipo de paridad. Las funciones impares respecto a reflexiones de este plano se denotan
con un asterisco. Es importante notar que este tultimo tipo de simetria es en realidad
una consecuencia de las simetrias anteriores: es el resultado de una reflexién respecto al
punto medio entre R; y Ra seguido de una rotacion de 7 respecto al eje z. Sin embargo,
es conveniente considerar esta paridad pues facilita determinar los orbitales antiligantes.

Orbitales moleculares construidos a partir de orbitales atémicos 2p Primero anali-
zaremos el caso de un enlace formado por dos orbitales 2p,. Denotaremos con W}%p) y
\w%pz) a los estados atémicos centrados en los nicleos 1 y 2 respectivamente. Siguiendo
un procedimiento variacional como hicimos para los dos orbitales 1s, podemos construir,
a partir de estos estados atémicos, dos eigenestados aproximados del Hamiltoniano mo-
lecular. Por otro lado, usando las simetrias discutidas podemos deducir que los estados
moleculares pueden escribirse como

3. + [¥3,.)
W}%p,) - |1/)%pz>

Estos orbitales se ilustran en la Figura 10. Dado que los eigenestados p, tienen m = 0,
el orbital formado por esta combinacion son de tipo o.

Ahora consideraremos los orbitales moleculares formados por dos orbitales atémicos
de tipo p,, donde estos son una combinacién lineal de los orbitales p_; y py1. Debido
a esto se formardn orbitales con |m| = 1 por lo que los denotamos como orbitales tipo
w. Nuevamente aproximamos los estados moleculares usando el principio variacional y
obtendremos las combinaciones simétrica y anti-simétrica. La forma de los orbitales
moleculares se muestran en la Figura 11. Cabe destacar que los orbitales tipo m tienen
planos de simetria y no ejes como en el caso de orbitales o. Los orbitales moleculares
formados por orbitales atémicos p, son andlogos a los de p,.
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Figura 10: Fuente:  https://opentextbc.ca/chemistry/chapter/8-4-molecular-
orbital-theory/
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Figura 11: Fuente:  https://opentextbc.ca/chemistry/chapter/8-4-molecular-
orbital-theory/
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Figura 12: Fuente: [cohen1992quantum| Complemento Gxp, Figura 12.

Vimos previamente que la diferencia de energia de los niveles ligantes y anti-ligantes
era consecuencia de el traslape de las funciones de onda atémicas. Ahora, para una
distancia dada R, el traslape entre w%pz y w%pz es mayor que para w%pz y 1,/}%1% por lo que
la jerarquia de energias es como se muestra en la Figura 12.

Relacion entre enlace covalente y iénico. Cuando discutimos el enlace covalente bus-
camos el estado base para un sistema con dos niicleos idénticos Hy. Ahora conside-
raremos el caso en el que los estados |1) y |2) puedan tener distintas energias e; y eg
respectivamente. Ahora, la ecuacion de eigenvalores obtenida previamente toma la forma

(e )(m)==(0)

—t €9 a9 e %}

donde hemos definido € = €1+ J y €5 = ea + J. Los eigenvalores de este sistema tienen
la forma

1
E = 5 ((61 + €2) £ VA2 + (e2 — 61)2> :
Los eigenvectores respectivos son

X4 |1) +2t)2)

\/4t2 4+ X3

Xy = (62 — 61) F \/(62 — 61)2 + 4¢2,

El estado base es el que corresponde al signo inferior pues tiene una menor energia.
Para calcular la probabilidad de encontrar el electrén en el atomo 1 6 en el atomo 2
simplemente debemos evaluar | (1|¢) |? v | (2|¢) |? respectivamente. Cuando ez — e > t
entonces X > t y el estado del electrén tiende a |1). Por otro lado, si €7 — ea > 1, el
peso probabilistico de la funcién de onda tiende hacia |2). La Figura 13 muestra c6mo

|#)

con
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Figura 13: Probabilidad de encontrar el electrén en el 4&tomo 1 6 dtomo 2.

el peso de la funcién de onda tiende hacia el estado de menor energia. Cuando €2 = €;
la funcién de onda se distribuye equitativamente entre los dos dtomos como habiamos
encontrado previamente. Por otro lado, entre mas diferentes sean €; y €2 el enlace se va
volviendo cada vez mads en idnico.

Fuerzas de van der Waals

Cuando dos atomos (o moléculas) neutros se encuentran muy alejadas, existe una
atraccion entre ellas debido a las fuerzas de van der Waals. A pesar de que ambas
particulas sean neutras y tengan un momento dipolar promedio nulo, el momento dipolar
de cada una presenta fluctuaciones que a su vez pueden inducir un momento dipolar en la
segunda particula. De este modo, como efecto a segundo orden, las fluctuaciones pueden
resultar en una interaccién atractiva. Este tipo de enlace puede actuar sobre atomos o
moléculas cuyos electrones normalmente no participan en enlaces covalentes o idnicos
como es el caso de los gases nobles. Este tipo de enlace es débil en comparacién a enlaces
iénicos o covalentes pero también es de largo alcance en comparacion debido a que no
requiere un intercambio de electrones.

A pesar de que la fuerza resultante de un par de atomos sea débil, al considerar la
fuerza de van der Waals para muchos dtomos en conjunto esta fuerza le permite a los
geckos caminar por las paredes.
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Para analizar estas fuerza de manera mas cuantitativas consideremos el Hamiltoniano

correspondiente a dos atomos de hidrégeno

H = H() + H1
52 -2 2 2
g o P11 P2 € €
Hy=—+—*— -
2m  2m  Aweg|ri|  4Amep|re|
- e? e? e? e?

i = - - .
! 47T60|R’ +4TFEQ‘R—I‘1+I‘2’ 47['6()‘R—I‘1| 47T60’R+I‘2‘

Primero, recordemos la expansién multipolar

1 1

R-al g /iiaR, e

L[, _aR, _1£+§(a-R)2 N
R? 2R? 2 R e

R

Usando esta expresiéon podemos reescribir H; como

e? (7‘%—1—7"% —|r; —rof? N 3(R-(r2—r1))— (R-r1)? — (R-r2)2> '

dmegR

H =
! 2R? RA

Colocando nuestro eje z a lo largo de R obtenemos

2
A e
1S I (x122 + Y1Yy2 — 22122) (15)

la cual es simplemente la interaccion entre dos dipolos.

El momento dipolar d; genera el potencial electromagnético

d;-R

) = dmegR3’

lo que significa que en el punto R se tiene el campo eléctrico
e ..
ER)=-VrRU=———— [r1 —3R(R - 11)]|.
(R) R dmeg R3 [ ! ( 1)]
La energia de interaccién dipolo-dipolo correspondiente es

Udd = —dg . E(R) = F(ZR‘S [1‘1 s Tro — 3(1‘2 . R)(I‘l . R)] .
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Recordando que los eigenestados de hidrégeno se escriben con la notacién usual

In,l,m) y tienen energia E,, = —R./n?, los eigenestados de Hy se deben escribir co-
mo |nq,l1, ma;ng,la, ms) con energfas Ey, n, = —Roo(1/n3 4+ 1/n3). El estado base es

|1,0,0;1,0,0) = |1,0,0); ®|1,0,0),. Si calculamos el valor esperado de z1, y; 0 z; debe-
mos hacerlo respecto al ket correspondiente al 4tomo 1 y andlogamente para el dtomo
2.

Si calculamos el valor esperado de H 1, al ver su estructura en la ecuacién 15 notaremos
que debemos calcular productos de valores esperados de X 1 Y, y 7, con valores esperados
de Xg, YQ, Z5. Debido a que los valores esperados de estos operadores en eigenestados de
momento angular son cero, la correccién a primer orden de Hy debido a la perturbacién
causada por Hy seré cero. Por lo tanto, la correccion dominante a la energia sera de
segundo orden por lo que tendré una dependencia de la forma 1/RS. Asi, la correccién
a la energia para dos atomos en su estado base estara dada por

. ' Pl o I\ (2
AE — Z |<1707Ov17070‘H1’n17 1775 g, 27m2>|
FEi1—FE,
1 ml #1,0,0 LL T g
n,lh,mhH7#1,0,0
2
s 1 Z | (1,0,0;1,0,0|(x122 + y1y2 — 22122)2 |0}, lymly; nhy, 15, mh) |2
47T€0 RG El,l Enll n2

n,lim}#1,0,0
nh,lh,m5H7#1,0,0

=—Cs/R".

El estado a primer orden en teoria de perturbaciones es

‘1/}1> = ’1707(); ]—’O)O>+ ‘ lvl/ 1,’/22, 27m2>

Z <n,1’ llmll;nIQ’ /27m/2|ﬁ1|170a0;1a070>
Ei1— E,

1ol n n
nf,lim]#1,0,0 1772

nb,l,,mH#1,0,0
En esta expresién podemos notar cémo el estado base comienza a mezclarse con otros
estados resultando en un momento dipolar distinto de cero.

Enlace metalico

A veces es dificil distinguir al enlace metdlico del enlace covalente. A grandes rasgos,
el enlace metélico es el enlace que ocurre en un metal. Similarmente al caso de enlaces
covalentes, los electrones se comparten entre los dtomos, mientras que en este caso los
electrones se delocalizan a lo largo de todo el material. Dado que los electrones estan
completamente delocalizados, los enlaces en los metales no son direccionales. Por lo tanto
suelen ser ductiles y maleables. Ademas, tener electrones libres hace que funcionen como
buenos conductores de electricidad y calor.

Puentes de hidrégeno

Los enlaces con hidrégeno son especiales debido al pequeiio tamano de este atomo.
Cuando el hidrégeno forma enlaces iénicos o covalentes con un dtomo mas grande, el
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ntcleo de hidrégeno (protén) se detiene en la superficie de su pareja. Esto resulta en
moléculas con momento dipolar. Estos dipolos a su vez pueden atraer otros dipolos.

Este tipo de interaccion es la responsable de que se formen cristales de moléculas de
agua al bajar la temperatura. También es responsable de mantener las hebras del ADN
unidas.
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Tipo Descripcién Compuestos Propiedades
I6mnico Un electrén es transferido  Compuestos binarios
de un atomo a otro resul- formados por elementos = Duros, quebradizo.
tado en dos iones con car- con valores muy distintos
gas opuestas que se atraen de electronegatividad. Por » Temperatura de fu-
por fuerzas de Coulomb. ejemplo, parejas formadas si6n alta.
por elementos del grupo I « Aislantes.
y VII como NaCl.
= Disuelven en agua.
Covalente Los electrones se compar- Compuesos hechos de ele-
ten entre dos atomos. La mentos con electronegati- » Muy duros, quebra-
energia se reduce debido vidades similares o igua- dizos.
a la deslocalizacién de los les.
electrones. = Alta temperatura
de fusion.
s Aislantes o semi-
conductores.
Metalico Los electrones estan deslo- Metales.
calizados a lo largo de to- = Diictiles, maleables.
do el sélido.
= Temperatura de fu-
sién més baja.
= Buenos conductores
de calor y electrici-
dad.
v.d.Waals Fluctuaciones en la posi- Sélidos de gases nobles,
cién de los electrones cau- sélidos de moléculas no = Suave, débil.
sa un momento dipolar polares o débilmente pola-
instantdneo que puede a res (cera). = Baja temperatura
Su vez generar un cam- de fusién.
po eléctrico que polariza el s Aislantes eléctricos.
otro atomo. La polariza-
ciéon mutua entre los dto-
mos causa la interaccion
dipolo dipolo.
Hidrégeno Ocurre cuando un &to- Importante en hielo y ma-

mo de hidrégeno se liga
a otro atomo cediendo su
electrén y asi atrae otros
atomos débilmente.

teriales biolégicos/organi-
COS.

s Débil (més fuerte
que vdW).

= Mantiene la forma
del ADN vy las pro-
teinas.
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8. Estado sdlido: cadenas y redes de atomos

El campo de la fisica denominado “materia condensada” lidia con estudiar sistemas
donde el nimero de particulas que lo componen es muy grande y las interacciones entre
ellos son fuertes. Ejemplos comunes de materia condensada son los sélidos y liquidos que
resultan de fuerzas electromagnéticas entre atomos.

El término de materia condensada, para referirse a algo més general que los sélidos fue
acunado y promovido por el ganador del Nobel Philip W. Anderson. Este campo es, por
mucho, el més grande de la fisica en términos de cuantos fisicos se dedican a estudiarla.
Los temas que abarca van desde lo muy préactico hasta lo absurdamente abstracto.

Dado que es un campo tan vasto, en este curso nos concentraremos en uno de sus
subcampos conocido como “fisica del estado sdlido”. Como el nombre sugiere, estudia-
remos la materia en su fase sélida. Nos enfocaremos en esto pues esta drea ha sido la
mas exitosa en términos de desarrollos tecnolégicos como por ejemplo la electrénica.
Ademas, los conceptos aprendidos en esta tema tienen aplicaciones més amplias tanto
dentro como fuera de la materia condensada.

8.1. Vibraciones en una cadena unidimensional de atomos iguales

Comenzaremos por estudiar un modelo cldsico de una cadena de atomos para mas
adelante estudiar sus implicaciones cuanticas.

Consideremos una cadena de dtomos idénticos de masa m unidos por resortes con
constante x cuya separacion en equilibrio es a. Denotemos la posicion del n-ésimo atomo
con T, y su posicién en equilibrio como z7,! = na. Podemos aproximar la interaccién real
entre atomos como armonica siempre que la temperatura sea suficientemente baja. Si
definimos al desplazamiento respecto a la posicién de equilibrio del n-ésimo dtomo como

eq

0xy = Ty — T4,

podemos escribir la fuerza actuando sobre el mismo como
F, = k(0zp41 — 0xy) + K(0xp_1 — 0xy).

O bien,
mod, = Fy, = k(0xp41 — 202, + 0xp—1).

Para resolver este sistema de ecuaciones buscaremos los modos normales, es decir, las
soluciones en las que hay oscilaciones colectivas donde todas las particulas se mueven a
la misma. frecuencia. Para esto podemos buscar soluciones de la forma

L eq S
&L'n :Aezwt ikxy, :Aezwt zkna’ (16)

donde A es la amplitud de la oscilacién y k, w son su numero de onda y frecuencia. De
nuevo, estamos usando niimeros complejos para denotar una cantidad real. Hacemos esto
para facilitar el dlgebra pero debemos recordar que al final del dia lo que nos interesa es
la parte real del resultado obtenido.
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Al sustituir nuestra suposiciéon dentro de la ecuacién de movimiento obtenemos que

—mw?Ae ,

iwt—ikna _ K Aeiwt [e—zka(n—l-l) + e—zka(n—l) o 2e—zkan

o bien
mw? = 2k[1 — cos(ka)] = 4k sin®(ka/2).

De este modo obtenemos el resultado

W= 2\/z|sin (ka/2)| = 2w |sin (ka/2)],

donde wy es la frecuencia natural de oscilacién de cada resorte. En general, a la relacién
entre frecuencia (o energia) y un vector de onda (o momento) se le conoce como relacién
de dispersién la cual se muestra en la siguiente figura.

20)0 1

k= —nm/a 0 k= +n/a

Es importante notar que tinicamente dibujamos la relacién de dispersién entre —m/a <
k < m/a pues ésta es peridédica con periodo 27 /a. En general, para un sistema periédico
en el espacio de posiciones con periodo a, su relaciéon de dispersiéon tendrd una perio-
dicidad en el espacio de momento 27/a. Podemos ver esto al considerar la forma de
las soluciones para los modos normales definida en la Ecuacién 16. Aqui, al hacer la
sustitucién k — k + 27 /a la solucién quedarad de la misma forma.

Esto nos presenta con un concepto que sera util por el resto del curso. La primer
zona de Brillouin es la “celda unitaria” en el espacio reciproco (espacio de k) centrada
alrededor de k = 0. Es decir, es una vecindad alrededor de k = 0 cuyo didmetro es 27 /a.
Fuera de esta vecindad, la relacién de dispersién serd una copia de la primer zona de
Brillouin. Podemos entonces definir un conjunto de puntos en el espacio reciproco que
son fisicamente equivalentes a k = 0. A este conjunto se le conoce como la red reciproca.
Al conjunto original de puntos z, se le denomina red directa o red en el espacio de
configuracion. Estas dos estdn relacionadas por e“»%» = 1, donde G,, = 2mm/a son las
posiciones de la red reciproca.
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Para entender el significado de que el vector de onda k describa la misma onda que
el vector de onda k + G, es importante notar que esto tiene sentido pues tnicamente
definimos la onda en las posiciones de los 4&tomos donde ambas ondas coinciden.

Ahora examinaremos las propiedades de la relacién de dispersién obtenida. Si conside-
ramos una onda de sonido, esta tiene una longitud de onda mucho mayor a la separacién
atémica. Es decir 27 /a > a. En esta region, la relacién de dispersién tendra un com-
portamiento lineal y satisface que w = vgsonidok €ON Vsonido = ar/k/m. Sin embargo, al
aumentar k, la relacion de dispersion deja de ser lineal. Mds atn, existe un valor maximo
posible de frecuencia 2wy. En el régimen lineal las velocidades de grupo (vg = dw/dk) y
de fase (vy = w/k) coinciden pero conforme la relacién difiere mas del comportamiento
lineal, las velocidades de grupo y fase se vuelven cada vez mas diferentes, al grado que
para k = m/a la velocidad de grupo es cero.

Si nos preguntamos cuantos modos normales existen en este sistema podria parecer que
hay una infinidad de valores posibles de k£ que podemos usar para etiquetar los modos. Sin
embargo, no hemos considerado que el sistema debe estar constituido por una cantidad
finita de atomos N. Por simplicidad, supongamos que el sistema tiene condiciones de
frontera periédicas por lo que z, = . n. En particular e@t—ihne — ciwt—ik(ntNa
lo que es lo mismo e?*N® = 1. Esto restringe los valores posibles de k a tener la forma
k =2mp/Na = 27p/L, donde p es un nimero entero y L = Na es la longitud de la cadena
de dtomos. Ahora si podemos calcular el nimero total de modos normales posibles al
dividir el rango de los valores de k que es 27/a entre la separacién entre los distintos
valores de k que es 2w/(Na) obteniendo N. Es decir, existe un modo normal por cada
atomo en la cadena.

Cuantizacion

Usando el principio de correspondencia que dice que si un sistema armonico clasico
tiene un modo normal de oscilacion con frecuencia w, el sistema cudntico correspondiente
tendré eigenestados con energia

E, =hv(n+1/2).

Por lo tanto, para cada vector de onda posible k existe una infinidad de estados posibles
indiciados por n. A cada una de estas excitaciones en la escalera armonica de estados se
le conoce como fonén. Un fotén es un cuanto de vibracién.

Los fonones son analogos a los fotones en muchos sentidos y podemos entenderlos como
particulas o como ondas. Ademads, al considerar los fonones como particula podemos
razonar que es posible colocar multiples fonones en el mismo estado y por lo tanto son
bosones. De igual manera, a una temperatura distinta de cero, existira una distribucion
en la ocupacién de fonones que podemos describir por medio del factor de ocupacion de

Bose
1

np(fhw) = Bhw _ 17

con 8 =1/kgT. Por lo tanto, el valor esperado de la energia de los fonones con energia
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1

B = o(h) (na(Bs(h) + 3 )

Y podemos obtener la energia total al sumar sobre todos los modos fonénicos
Utotal = Z E.
k

El momento de los fonones estd dado por hk. Sin embargo, como vimos en la discusion
anterior, dentro de la cadena, k sélo estd definido médulo 27 /a. Debido a esto, definir
la conservaciéon el momento ya no es tan claro por lo que més bien sera ttil hablar de
otra cantidad conservada: el momento de cristal o cuasi-momento. Este se define como el
momento moédulo la red reciproca, o lo que es lo mismo, acordamos describir al momento
sélo dentro de la primer zona de Brillouin.

8.2. Vibraciones en una cadena unidimensional con dos atomos distintos
alternados

En la seccién anterior estudiamos la cadena diaténica de dtomos idénticos. Sin em-
bargo, en materiales més realistas, como NaCl, éste no es el caso. Ahora consideraremos
una cadena compuesta de dos atomos distintos alternados.

9. La malla reciproca

La malla reciproca en una dimensién: sintesis.

Consideramos una malla periédica en la que los atomos estdn colocados en las posi-
ciones =, = na con n un entero y a la longitud de la celda unitaria. Dos puntos en el
espacio de k (espacio reciproco) son equivalentes si k1 = ko + G, con Gy, = 2mm/a, con
m entero. Los puntos G,, forman la malla reciproca.

La razén por la que decimos que dos valores distintos de k son equivalentes es porque

consideramos ondas de la forma
eikxn — eikna

Debido a esta forma de la onda, notamos que al hacer la sustitucién k& — k£ + G, la
funcién se queda igual pues

ei(kJer)zn — ei(kJer)na — eiknaei(Qﬂ'm/a)na _ eikzn

)

2Tmn

donde usamos que e = 1. Debido a esto, fisicamente la onda con vector k es equi-

valente a la de k + G,,.
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Definicidon general de malla reciproca

Generalizando el caso de una dimension definimos la malla reciproca de la siguiente
manera: Dada una malla de puntos en el espacio directo o de configuracién {R}, un
punto G pertenece a la malla reciproca si y sélo si

(GR _

para todo punto R en la malla directa.
Podemos construir la malla reciproca considerando primero la malla directa

R = nja; + ngaz + nzas,

donde n1, no y ng son enteros y ai, as y as son vectores base de la malla directa. Notemos
primero que si construimos vectores base b; para la malla reciproca que satisfagan la
relacion

a; - bj =27 5z'j
entonces, un vector construido con esta base va a satisfacer la relacién e’6'® = 1 para
cualquier vector de la malla directa R. Para esto es suficiente tomar un vector reciproco
arbitrario definido de esta manera

G = m1b; + maby + msbs,

y calcular

eiG~R _ ei(M1b1+m2b2+m3b3)'(N1a1+maz+n3a3) _ eQWi(n1m1+n2m2+N3m3)

Entonces, como ni, ng y n3 son enteros, siempre que tomemos my, mo y ms como enteros,
G serd un vector en la malla reciproca.

Podemos construir los vectores b; con las propiedades deseadas de la siguiente manera
as X ag
by =2r———
a; - (ag x ag)

ag X ap
by =2r———
aj - (a2 X 8.3)

a; X as

by = 27— 22
aj - (a2 X a3)

10. Electrones en un potencial periddico

En secciones anteriores hemos considerado algunas propiedades de sistemas periédicos
clasicos. En esta seccién comenzaremos a considerar aspectos cuanticos de estos sistemas.
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10.1. Electrones casi libres

Comenzaremos considerando electrones libres y posteriormente agregaremos un po-
tencial periédico como perturbacién.
El Hamiltoniano para electrones libres es

0

; p
Hy = —.
0 2m

Los eigenestados correspondientes |k), las ondas planas con vector de onda k, tienen
energias propias

h?|k|?
Eo(k): | | .

Ahora, consideremos un potencial perturbativo (débil) periédico de tal modo que el
Hamiltoniano es

2m

i = I+ 7 (x),

donde V(r) = V(r+ R) y R es cualquier vector base de la malla.
Los elementos de matriz de la perturbacién son entonoces las componentes de Fourier

1 -
=3 / xRS (o R),
R celda unitaria

debido a que el potencial es periédico podemos reemplazar V(x+R) = V(x) y reescribir
esta expresiéon como

<k/“7’k> = % [Z ei(k'k)'R] [/ dx e*i(k/*k)'xV(X) .
R celda unitaria

Aqui, el primer factor en paréntesis cuadrados es cero a menos que k/ — k sea un vector
de la malla reciproca.

Aqui usamos que

Zeik‘m = |2;T| Zé(k‘ —2mm/a).

n

Esta condicién sobre k/ — k puede escribirse como
kK -k=0G

si G es un vector de la red reciproca y se conoce como la ecuacion de Laue. Esta condicién
enuncia la conservaciéon del momento del cristal.

Ahora podemos aplicar las reglas de teoria de perturbaciones. A primer orden en la
perturbacién V tenemos que

(k) = eo(k) + (k|V|k) + eo(k) + Vo,
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lo que resulta en un cambio constante en la energia de todos los niveles. En lo siguiente
supondremos por simplicidad que (k|V'|k) = 0.
A segundo orden en teoria de perturbaciones la energia toma la forma

y IV
(k) = eo(k) + k,_ZHG (k) — oK)’
G40

Sin embargo, debemos tener cuidado que para algunos valores de k’, la diferencia (k) —
eo(k’) se vuelva muy pequena, en cuyo caso deberfamos usar teorfa de perturbaciones
para estados degenerados.

Para entender bajo qué condiciones ocurre esta condicién degenerada, buscaremos
soluciones a la siguientes ecuaciones

co(k) = eo(K')
kK =k+G.

En el caso unidimensional, donde €q(k) oc k2, la tinica solucién posible a este sistema de
ecuaciones es nr
/
k = —k’ = )
a

es decir, en las fronteras de las zonas de Brillouin.

Teoria de perturbaciones degenerada

Si dos estados de onda plana |k) y |k’) = |k + G) tienen aproximadamente la misma
energia entonces debemos usar teoria de perturbaciones degenerada. Tenemos entonces

En este espacio de Hilbert bidimensional una funcién de onda puede escribirse como
V) = a k) + BK).
En esta base la ecuaciéon de Schrodinger toma la forma
(5% aafe ) (5)-2(5)
Vo o elk+G) B B

El polinomio caracteristico para esta matriz es

(co(k) — E) (eo(k + G) — E) — | Vs> = 0. (17)
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Caso k exactamente en la frontera de la zona de Brillouin El caso més sencillo ocurre
cuando consideramos valores de k exactamente en la frontera de la zona de Brillouin. Es
decir, cuando €y(k) = ¢g(k + G). En este caso

Ey =¢y(k) £ Vgl

Encontramos entonces que se abren brechas energia en las fronteras de la zona de
Brillouin. Cada uno de los valores que aparece corresponde a una de los eigenvectores
resultantes.

Caso mas general: k en la cercania de la frontera de la zona de Brillouin Podemos
extender este resultado al caso donde k£ no estd exactamente en la frontera de la zona
de Brillouin sino en su cercania. Entonces consideremos el vector de onda k = nw/a+ 9,
donde § es un valor pequeno y n es entero. Debido al potencial periddico, este estado
tiene un elemento de matriz (k'|V]k) distinto de cero para k' = k 4+ G = i
Entonces tenemos que

2

co(+nm/a+d) = 2h (nm/a)® + 2nms/a + 6%

o |
e
eo(—nm/a+0) = I [(mr/a)2 —2nwé/a + 52]

Ahora, al calcular el polinomio caracteristico de la Eq. 17 tenemos

h? n?
(2771 [(mr/a)2 + 52] —F+ 277127171’(5/@)

X h—Q [(nm/a)? + 6% — E — h—22n7r6/a —|Vg)*=0
2m 2m “

o bien

<2h; [(n7/a)? +6%] — E>2 = <2h;2n7r5/a>2 + Vol

y por lo tanto

E —h—Q[( Ja)? +6°] £ h—22 5/ 2+W|2
i_2m nw/a 2mmT a al?.

Haciendo una expansién en serie para ¢ pequeiia finalmente obtenemos

_ h%(nm/a)? h%5? h%(nm/a)?® 1 ]

E+ + V& 1+
2m Vel + 2m { m Vol

Para el caso de una perturbacién pequena, el segundo término del paréntesis cuadrado
es grande por lo que obtenemos dos parabolas: una que abre hacia arriba y la otra hacia
abajo. Los puntos criticos de estas estan separados por una brecha de 2|V |.

Como se muestra en las Figuras 14 y 15, el resultado de la perturbacion periddica es
que se abren brechas de energia en la relacién de dispersién cerca de la frontera de la
zona de Brillouin.
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——- libre E=h2k%2m
— == perturbacién periédica

_ﬂ/\‘

-____ —_--‘_y——L_‘—-

(P —— ; ;
k= —rm/a 0 k= +m/a

Figura 14: Relacion de dispersién para electrones perturbados por un potencial periédi-
co. El potencial periédico resulta en una relacién de dispersion periédica por
lo que mostrar un periodo es suficiente. Un periodo centrado en & = 0 se
denomina como la primer zona de Brillouin.
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Figura 15: Relacion de dispersion de electrones perturbados por un potencial periédico
en el esquema extendido. En este diagrama se muestra la misma relacion
de dispersiéon que en la Figura 14. En este caso se muestra en el esquema
extendido en varios periodos. Se resalta en rojo que debido a la interaccién
periddica se abren brechas de energia de ancho 2V. Cerca de la frontera k =
+7/a, las energias de la primer banda son empujadas hacia abajo mientras
que las de la segunda banda aumentan.
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10.2. El teorema de Bloch

En esta seccién hemos considerado considerado que si el sistema fisico es peridédico
entonces las funciones de onda correspondientes también deben serlo. Sin embargo varios
resultados que hemos estado usando resultan del teorema de Bloch.

Teorema de Bloch: Un electréon en un potencial periédico tiene eigenestados de la
forma

b(r) = e u(r), (18)
donde u(r) es una funcién periédica con el mismo periodo que el potencial.

Para probar esto consideremos un operador de traslaciéon dentro de la malla Tnlm,n‘g
que traslada una funcién de onda por R = nja; +neas+nsas con ny, ne y ns enteros. Lo
primero que es 1util notar es que la funcién definida en la Ecuacién 18 es una eigenfuncion
de la familia de operadores T = {Tn, nyns }-

Para esto, consideremos una eigenfuncién v de todos los operadores de la familia 7T .
Esta cumple que X

T10,09(r) = ¢(r +a1) = Cr3(r),
o en general
¥(r +ay) = Cju(r)
para j = 1,2,3, donde C} son los eigenvalores que no dependen de r. Debido a que en la
expresién anterior tanto ¢ (r 4+ a;) como ¥ (r) estdn normalizadas C; debe tener médulo
igual a 1 y por lo tanto podemos expresarlo como C; = e?™%;  Definamos ahora el vector
en el espacio reciproco k = 61by + 63bs + 03bs. Finalmente definamos

u(r) = e ETy(r).
Notemos entonces que
u(r—l—aj) — e—ik-(r—l—aj)d)(r_'_aj) — e—ik~re—ik~aj e27|'i0jw(r) — e—ik-re—27ri0‘7-627ri0jw(r) — U(I')

Por lo tanto, u(r) tiene la periodicidad de la malla.

Por definicion, para un sistema periédico. El hamiltoniano debe conmutar con todos los
operadores de la familia 7 y por lo tanto debemos poderlos diagonalizar simultdneamen-
te. Dado que las eigenfunciones de 7 son de la forma 1(r) = e’*Tu(r) las eigenfunciones
del Hamiltoniano deben tener la misma forma.

En el esquema reducido, en el que sélo dibujamos la primer zona de Brillouin, pueden
existir varios estados para cada valor de k. Para esto podemos escribir las funciones de
onda de Block como ¢"(r) = ¢’*Tu4"(r), donde n indicia los distintos estados para un
valor de k.

En general, cualquier funcién u(r) es periddica si y sélo si se puede escribir como una
suma sobre los vectores de la malla reciproca?

u(r) = Zﬂceic'r,
G

2Ver tarea.
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donde @i son coeficientes constantes®. Esta forma de u(r) garantiza que u(r) = u(r+R)
para cualquier vector de la malla directa R. Siguiendo esto y el Teorema de Bloch, la
funcién de onda se puede expresar como

w(r) — Z fLGGi(G+k)'r.
G

Por lo tanto, el Teorema de Bloch es equivalente a afirmar que los eigenestados del
sistema son una suma de ondas planas todas con el mismo momento de cristal. Como
resultado de esto, la ecuacion de Schrodinger para un sistema periddico va a ser diagonal
por bloques en la base de |k), donde cada estado |k) s6lo se mezcla con estados que
difieren por un vector reciproco G. Es decir, s6lo se mezcla con estados del mismo
momento del cristal y por tanto la interacciéon periédica conserva el momento del cristal.

Implicaciones del teorema de Bloch

= Esimportante notar que para un electrén libre con momento p, su vector de onda es
p/h, para la funcién de Bloch k no es proporcional al momento electrénico. Esto
se debe a que el Hamiltoniano con potencial periddico no es traslacionalmente
invariante y por lo tanto sus eigenestados no seran simultdneamente eigenestados
de momento. Si aplicamos el operador de moento p = (h/7)V a la funcién de Bloch
Ui (r) = e Tuy (r), obtenemos

h

1

?Vl/)k(r) \Y (eik'ruk(r))

::hkwkao4-akr§vuk@)

Con lo cual vemos que no siempre es un eigenestado de momento. Aqui 7k es el
momento cristalino del electron que es un nimero cuantico caracteristico de la
simetria traslacional discreta en un potencial periédico.

= Una manera equivalente de enunciar el teorema de Bloch es que para cualquier
vector de la malla directa R, las eigenfunciones de un potencial periédico cumplen

Ur(r+R) = e* Ry (r) (19)

Con esto podremos ver que el vector de onda k siempre puede ser confinado a la
primer zona de Brillouin (PZB). Si tenemos un vector de onda k’ fuera de la PZB
siempre lo podemos escribir como

K =k+G,

donde G es un vector de la malla reciproca y k estd en la PZB. Ahora, si la
Ecuacién 19 se cumple para k’ también se cumplird para k debido a que /G R =1,

3Los coeficientes fig son en realidad la transformada de Fourier de u(r) evaluada en G.
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10.3. Estructura de bandas y propiedades dpticas de los sélidos

En esta seccién estudiaremos algunas consecuencias de la estructura de bandas ob-
tenida en la seccién anterior. Sin embargo, primero estudiaremos una generalizacién a
mayores dimensiones y las deficiencias de esta teoria.

Bandas en dos dimensiones: malla cuadrada

Los resultado de la seccién anterior se resumen en las Figuras 14 y 15. Aqui se muestra
cémo la relacion de dispersién parabdlica de un electrén libre se convierte en una serie de
bandas de energias permitidas con separaciones de 2|V| entre ellas. Esto resulta porque
el potencial periédico acopla los estados con k y k 4+ G resultando en un cruce evitado
como fue observado en el caso del atomo de dos niveles al introducir un acoplamiento.
Una manera de hacer una sintesis de este resultado es notar que cerca de la frontera
k = +m/a, las energias de la primer banda son empujadas hacia abajo mientras que las
de la segunda banda son empujadas hacia arriba debido a la perturbacién peridédica. Con
esta observacion podemos generalizar el resultado a mayores dimensiones sin necesidad
de calcularlo explicitamente.

Para construir la malla reciproca es suficiente recordar la relacién con los vectores
primitivos de la malla directa a; - b; = 27;;. Asi podemos ver que en el caso
de una malla cuadrada, donde a; y as son ortogonales entre si, entonces b; y bo
también deben ser ortogonales entre si y deben apuntar en la misma direcciones
que a; y as.

Otra manera general de definir a la malla reciproca es como la transformada de
Fourier de la malla directa si consideramos esta ultima como una “densidad” de
puntos de la malla

p(r) = Z 6@ (r — n1a; — noay — naas).

ni,n2,n3

Similar al caso unidimensional, en mayores dimensiones la primer zona de Brillouin es
la coleccién de puntos k tales que estan mas cerca al punto de la malla reciproca G = 0
que a cualquier otro punto de la malla. De acuerdo con esta definicién, podemos construir
la primer zona de Brillouin como una celda de Wigner-Seitz de la malla reciproca.

Para una malla cuadrada bidimensional generada por los vectores

ar = (a¢ O)
az = (07 a)

la primer zona de Brolluin se muestra como un cuadrado en la Figura 16.

Celdas monovalentes

En el caso en el que tengamos un tnico electrén de valencia por celda unitaria la
primer zona de Brillouin estara llena hasta la mitad debido a los dos estados posibles

86



(=7/a,m/a) (m/a,m/a)

(=7/a,—7/a) (r/a,—7/a)

Figura 16: Primer zona de Brillouin en dos dimensiones para una malla cuadrada. En
azul se muestra la superficie de Fermi cuando cada celda (4tomo) tiene un
electrén de valencia en el caso donde no hay potencial. Debido a que existen
dos posibles estados de espin del electron la primer zona de Brillouin esta
llena hasta la mitad.

de espin. En ausencia de potencial periddico la superficie de Fermi, definida como el
conjunto de valores de k que corresponden al maximo valor de energia ocupado, tendra
la forma de un disco como se muestra en la Figura 16. En tres dimensiones la superficie
de Fermi sera una esfera.

Para considerar el efecto de una perturbacion es suficiente recordar que cerca de la
frontera de la primer zona de Brillouin, las energias de la primer banda son empujadas
hacia abajo mientras que las de la segunda banda son empujadas hacia arriba. Debido a
esto, al introducir una perturbacién peridédica la superficie de Fermi se deformara como se
muestra en la Figura 17. La deformacién ocurre de tal modo que los puntos més cercanos
a la frontera de la zona de Brillouin son empujados a menor energias mas que los puntos
lejos de la frontera. En cualquiera de los casos, es posible aun hacer excitaciones de
baja energia en estos materiales por lo que se siguen comportando como conductores
eléctricos.

Celdas bivalentes

En ausencia de un potencial periédico, la superficie de Fermi para un sdélido cuyas
celdas unitarias tienen dos electrones de valencia también debe ser un circulo en 2D
o una esfera en 3D como se muestra en la Figura 18. En el caso de dos electrones de
valencia por celda unitaria, el area del mar de Fermi es del mismo tamano que el area
de la primer zona de Brillouin.

Deficiencias de la teoria de bandas

En el modelo de teoria de bandas que hemos estado discutiendo hemos encontrado
que la estructura de la banda y cuan llenas estan determinan sus propiedades eléctricas
y térmicas.
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Figura 17: Deformacién de superficie de Fermi de una malla cuadrada monovalente de-
bido a una perturbacién periédica . La imagen izquierda corresponde a una
menor perturbacién que la imagen derecha.

a‘ .C).
Figura 18: Deformacién de superficie de Fermi de una malla cuadrada bivalente debido a
una perturbacién periédica. a) Superficie de Fermi para electrones libres. En
contraste con el caso unidimensional, la primer banda no se llena completa-
mente antes de comenzar a llenar la segunda. b) Al aplicar una perturbacién
débil, el paisaje de energia se deforma causando que mas electrones ocupen
la banda mds baja. ¢) Para un potencial periddico suficientemente fuerte, la
primer zona de Brillouin se llena por completo y la superficie de Fermi es cua-
drada. Las esquinas de la primer zona de Brillouin son las tltimas en llenarse

pues son los estados de mayor energia cinética por lo que requieren de una
mayor perturbacién para que su ocupacion sea energéticamente favorable.

88



Algo que hemos visto es que para sistemas cuya celda unitaria contiene un nimero
impar de electrones de valencia, donde la banda que de mayor energia que contiene
electrones estd a mitad de llenar, debe comportarse como un metal. Sin embargo, resulta
que esto no siempre es el caso. La razén por lo que la teoria de bandas falla en esta
prediccion es porque ignoramos interacciones entre los electrones en este modelo. Si las
interacciones son suficientemente fuertes no es energéticamente favorable que un electrén
salte de un atomo a otro y por tanto no se pueden mover a lo largo del material.

Otra falla de la teoria de bandas es el caso de materiales magnéticos en los que se
tiene una diferencia en el ntimero de electrones en el estado |1) y en el |[|) ain cuando
el campo magnético externo B¢yt = 0. En teoria de bandas ambos estados son tratados
indistintamente y no existe alguna razon para obtener un desbalance. Veremos mas
adelante que esto también se debe a interacciones entre electrones.

Ahora continuaremos a estudiar otros resultados que podemos obtener de la teoria de
bandas.

Propiedades épticas de los sélidos

En esta seccién estudiaremos cémo responden los sélidos a la luz dependiendo de su
estructura de bandas.

La luz visible se encuentra en un rango de 390nm (3.2eV) a 740nm (1.7¢V). En un
material aislante, si la brecha de energia entre la banda de valencia (la banda llena de
mayor energia) y la banda de conduccién (la banda siguiente a la banda de valencia)
es mayor a 3.2eV entonces el material serd transparente. Esto se debe a que cualquier
foton visible no tiene la energia para excitar un electrén y por tanto no serd absorbido.
Ejemplos de materiales que cumplen esta propiedad son el diamante o el cuarzo.

Si la brecha entre estas bandas es menor, y resulta posible excitar electrones con algin
rango de luz visible, este material tendra algin color. El color estarda determinado por
cudles longitudes de onda se transmiten por el medio y por la intensidad en que las
distintas frecuencias de luz son absorbidas.

Por otro lado, los metales son buenos conductores por lo tanto, como viste en tu curso
de electromagnetismo, son reflejantes. El hecho de que los colores de distintos metales
como oro, plata o cobre sean diferentes se debe a el ancho de la banda de valencia en
cada uno de los materiales es distinto. La banda mé&s ancha es la de plata por lo que
transiciones de mayor energia son més probables en este material que en oro o cobre.

Sin embargo, las propiedades Opticas especificas de cada materia dependeran de los
detalles de la estructura de bandas como:

= La presencia de transiciones directas e indirectas.
= La forma de la superficie.

» Impurezas en el material. Por ejemplo, un diamante puro es transparente mientras
que si tiene impurezas de boro es azul y con impurezas de nitrégeno es amarillento.
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Figura 19:

10.4. Dinamica de electrones en bandas

Para excitar electrones de un aislante, es necesario que la energia de excitacién supere
la brecha del aislante. Cuando esta condicién se cumpla, un electrén es transferido de
la banda de valencia a la banda de conduccién dejando detras un hueco en la banda de
valencia como se muestra en la Figura 19. La energia de excitacién puede provenir de
diversos mecanismos como un fotén o de energia térmica. Cabe notar que mientras un
electron tiene carga negativa, un hueco tendra carga positiva.

Esta creacién de pares electrén-conductor/hueco es andloga a la creacién de un par
electrén /positrén donde es necesario que la energia del fotén ~ supere la brecha 2m.c?.
Ademis cuando el electrén /posistron o el electrén-conductor/hueco se reencuentran estos
se aniquilan emitiendo un fotén.

En una red cristalina perfecta formada, por ejemplo, de dtomos de silicio la cantidad
de huecos siempre sera igual a la cantidad de electrones conductores y de huecos sera la
misma. Sin embargo al introducir impurezas de fésforo, que tiene un electrén adicional
entonces se tendran electrones conductores (pues la banda de valencia ya estaba llena)
sin necesidad de crear huecos. Por otro lado, con impurezas de boro o aluminio se quitara
un electréon de la red creando un hueco sin haber agregado electrones conductores.

Electrones

Para electrones libres la relacién de dispersion es parabdlica donde la abertura de la
parabola depende de la masa a través de E = % De manera general en las bandas
electrénicas sera posible encontrar minimos en la relacién de dispersion cuyo valor es E,
y posicién es knyin. Haciendo una expansién de Taylor alrededor de este minimo podemos
escribir

1
E:EO+§a(k_km1n)2+
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con o = %27? > 0. De este modo, sera tutil definir una masa efectiva del electrén m* a
través de o
1 1 0°F
—_— = =, (20)
m*  h? 0k?

2 , ., . .,
donde %Tg > 0. Asi, obtenemos una relacién de dispersién

1

F~FE
0+2m*

(k - kmin)2

Esta relacion es muy parecida a la de un electrén libre salvo que debemos medir el vector
de onda respecto a kmin.

Ademés, podemos hablar de la velocidad de grupo dada en general por vy = g—‘g =
en este caso como

S
S5

h(k — Emin)
Vg=—————.
m
Asi, si k > kmin la particula se mueve hacia la derecha mientras que con k < ki, lo
contrario ocurre.

Masa efectiva Haremos un tratamiento simplificado de la masa efectiva pero es
importante tomar en cuenta las siguientes consideraciones:

1. En general, la masa efectiva puede ser anisotrépica para cristales anisotrépi-
cos. Es decir, la masa efectiva depende de la direccién en la que se mueve la
particula.

2. Cuando la banda de conduccién tenga varios minimos a la misma energia
el tratamiento debe tomar en cuenta en cudl de los minimos se encuentra el
electrén.

3. Debido a cémo definimos la masa efectiva en la Ecuacion 20, en la primer
banda mostrada en la Figura 14, la masa efectiva como funcién de k tendra
un valor positivo en el centro de la PZB mientras que serd negativa cerca
de las fronteras de la PZB debido a que la concavidad de la relacién de
dispersion cambia.

Huecos

Andlogo a como lo definimos para electrones, podemos definir una masa efectiva para
huecos. Existen varias convenciones en la literatura para definir la masa efectiva de los
huecos. Al igual que con todo, lo importante es escoger una convenciéon y mantener la
consistencia durante un calculo. Aqui usaremos la convencién del libro de Simon.

En la cima de una banda de valencia la relacién de dispersion se puede escribir como

E:EO—%a(k—kmaX)%r---
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0*FE

con a = —grz7 > 0. Definimos ahora la masa efectiva como
¥ 0’FE
Mhueco Ok?

Es importante notar el signo en esta definicién. Con esta convencion, se define la masa
efectiva como positiva en la cima de la banda. Esta convencién tiene sentido pues se
requiere de una energia positiva para impulsar un hueco de la cima de la banda a un
costado. Esto se puede entender pues este proceso es equivalente a impulsar un electrén
de un costado de la banda a la cima. Es decir

Eelectrén (k) = _Ehueco(k)~

Ahora, para entender lo que ocurre en términos de momento con los huecos consi-
deremos que al agregar un electrén en el estado k a una banda, el momento cristalino
contenido en la banda se incrementa por ik. De igual manera, al quitar un electrén en el
estado k, el momento cristalino disminuye por fk. Debido a esto es conveniente definir
el vector de onda de un hueco como

Khueco = —Kelectron-
Esta definicién ademads tiene sentido pues al calcular la velocidad de grupo de un hueco

o vkhuecthueco
Vhueco = f

El signo negativo de kyyeco s€ cancela con el de Fyyeeo v Obtenemos

Vhueco = Velectrén-

Por lo tanto, la evolucién temporal de un estado cudntico es independiente de si el estado
esta o no ocupado.
Propiedades eléctricas de materiales

En 1900 Paul Drude se dio cuenta que podia aplicar la teoria cinética de Boltzmann
para entender el movimiento de los electrones en metales. Para su teorfa hizo las siguien-
tes suposiciones

1. Los electrones tienen un tiempo de dispersién 7. Es decir, la probabilidad de dis-
persarse en un intervalo dt es dt /.

2. Una vez que ocurre un evento de dispersién, los electrones regresan a un estado
con p = 0.

3. Entre eventos de dispersion los electrones estan sujetos a campos magnéticos y
eléctricos externos.
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Ahora, consideremos un electrén con momento p a un tiempo t y calculemos qué
momento tendra al momento ¢ + dt. Hay dos términos en la respuesta. Existe una pro-
babilidad dt/T de que tenga momento 0 y una probabilidad (1 — dt/7) de que siga la

ecuaciéon de movimiento usual Clet) = F. Al juntar estos dos términos obtenemos

dt
(p(t+dt)) = (1 — T) (p(t) + Fdt) + 0dt /.
Manteniendo tnicamente los términos lineales en dt obtenemos
dp p
— =F - =.
dt T

Si consideramos el caso de electrones en un campo eléctrico entonces nuestra ecuacion
de movimiento resulta en

dp P
=—eE — —.
dt T
En estado estacionario dp/dt =0y mv = p = —eTE con m la masa del electrén y v su

velocidad. Asi, para una densidad n de electrones en un metal, la corriente eléctrica es

6’27'7'1,

j=—env= E.

m

Con la conductividad o definida via j = ¢E tenemos

La principal falla de esta teoria es que no toma en cuenta el principio de exclusion
de Pauli. Debido a esto sélo es valida cuando existen densidades electrénicas bajas.
De cualquier modo, usando un esquema semiclasico, podemos escribir la ecuacion de
transporte de Drude para los electrones en la banda de conduccién.

d *
m:d%; =—-e(E+vxB)-— m:v'

De manera similar podemos escribir una ecuacién para huecos

dv miv
m}iaze(E+va)— : .

Nétese que aqui usamos una carga positiva para los huecos.

El tiempo de dispersién y la masa efectiva determinan la movilidad p de cargas en el
medio que se define como la razoén de la velocidad de los portadores de carga entre el
campo eléctrico que en un estadio estacionario es

_M_‘GT

“E

H *
m

93



11. Magnetismo

Cuando estudiamos la estructura de los atomos hablamos acerca de las Reglas de
Hund y de cémo éstas nos permiten calcular momento magnético neto para ciertos
atomos. De este modo encontramos que existen algunas especies como el disprosio que
son mas magnéticas que otras. Posteriormente durante hablamos de la teoria de bandas
donde ignoramos las propiedades magnéticas de los atomos por completo. En esta seccién
hablaremos de los efectos colectivos de las propiedades magnéticas de los dtomos.

Para hablar de magnetismo comenzaremos por considerar un modelo sencillo don-
de podremos describir los fenémenos magnéticos més importantes. El modelo hace las
siguientes suposiciones:

1. Consideraremos un arreglo regular de dtomos.

2. No hay salto de electrones de un sitio a otro (Esto nos ahorra pensar en términos
de teorfa de bandas).

3. En cada dtomo hay un momento magnético que llamaremos espin y denotaremos
como S; para el i-ésimo atomo.

4. La interaccién entre espines tiene la forma
) .1 .
H=3 gusB-Si= 5> J,8i-8;
? [2¥}

con J;; = J;; la constante de interaccién entre los atomos 7 y j.

Este modelo es conocido como el modelo de Heisenberg. Es comtn simplificar este modelo
aln mas haciendo
J st li—j]=1
Ji' -
0 en otro caso

Ademss, si ignoramos el campo magnético externo por un momento tenemos que

A J A oA
H:—gzsi‘sj, (21)
donde ) (i) significa que sélo sumamos si ¢ y j son primeros vecinos.
Existen varias posibilidades de lo que puede ocurrir con este Hamiltoniano.

= Caso J > 0: Para minimizar la energia del Hamiltoniano los espines se alinean
y esto da origen al ferromagnetismo 1T11111. Donde la magnetizacion total del
sistema M # 0

= Caso J < 0: En este caso la energia se minimiza cuando los espines se alternan
TTIT). En este caso lo que se produce es un antiferromagneto donde la magneti-
zacion total es M = 0.

94



No siempre es posible anti-alinear los espines en una malla. Por ejemplo, los espines
cuéanticos 1/2 no se pueden acomodar de manera alternada (anti-alineada) en una malla
triangular. A un sistema de este tipo de le denomina un antiferromagneto frustrado.

Otra posibilidad es cuando se tiene una malla formada por dos dtomos con momento
magnético distinto como se muestra en el dibujo siguiente.

® ¢+ O
¢ O 9
® ¢+ O

A pesar de que cada espin apunta en la direccién opuesta a sus vecinos, éstos no se
cancelan resultando en una magnetizacion efectiva. A estos sistemas se les conoces como
ferrimagnetos.

En cualquiera de estos sistemas hemos hablado de que los espines se alinean o anti-
alinean pero no hemos hablado acerca de la direccién especifica en la que apuntan. En
Hamiltoniano de interaccién de Heisenberg presentado en la Ecuacién 21 es simétrico
ante rotaciones por lo que este término no puede resultar en una direccién preferencial
de alineacién. Para tomar en cuenta una anisotropia del material es necesario agregar
otro término al Hamiltoniano. Una posibilidad es escribir

A J A A N
H = —2;:)& . Sj — K,Z(Siz)z,
2,7 7

que representa la situacién de una malla tetragonal (cibica estirada en alguna direc-
cién). Por otro lado, para un sistema donde los espines se alinean a lo largo de los ejes
ortogonales de una malla cuadrada podemos usar el Hamiltoniano

Ao XS 8 n [0 1
J v

Es necesario elevar estos términos a la cuarta potencia pues de otro modo el término
proporcional a x seria la suma de la magnitud de cada espin.

En Para una anisotropia débil (k < |J|) los espines se (anti)alineardan entre si antes
(con mayor pioridad) que alinearse con la anisotropia. Para una anisotropia fuerte (k >
|.7]) esto obligaria a los espines a alinearse a esa direccién antes que (anti)alinearse entre
si. Finalmente esto resultard en la misma forma del estado base para ambos casos y la
diferencia principal se encuentra en cémo responden a pequenas excitaciones.

Considerando el caso ferromagnético (J > 0) con una anisotropia débil, las pequenias
excitaciones se manifiestan como pequenias desalineaciones de los espines respecto al eje
de la anisotropia mientras que se mantienen alineados entre si. En el caso de anisotropia
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fuerte, las excitaciones se presentan como espines invertidos que se mantienen alineados
al eje de la anisotropia. En el limite kK — oo encontramos que el espin sélo puede tomar
los valores S, = +5 0 S, = —S. Asi, un nuevo modelo efectivo puede escribirse

J
H = D) ;Uio'j +9MBBZUi,
2, 1

donde o; = +.5. Este modelo es conocido como el modelo de Ising y es referido frequente-
mente como el “a4tomo de hidrégeno” de la mecanica estadistica pues es extremadamente
simple y al mismo tiempo manifiesta muchas de las caracteristicas mas importantes de
un sistema estadistico complejo.
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